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1. はじめに
画像分類や言語モデリングなどの深層学習のた

めの最適化においては，長らくAdamをはじめと
する適応的手法が事実上の標準手法であったが，
近年提案された新しい最適化アルゴリズム：Muon

は，収束速度と汎化性能の両方でそれらよりも優
れていることが，多くの研究で実験的に観察され
ている．本発表は，Muonのアルゴリズムを紹介
し，その収束解析と最適なバッチサイズの解析を
行う．
2. Muon

MomentUmOrthogonalized by Newton-Shulz

(Muon) [1]は行列構造を持つパラメータに特化し
た最適化アルゴリズムで，次のように定義される．

アルゴリズム 1 最も基本的なMuon

Require: η > 0, β ∈ [0, 1),M−1 := 0,W0 ∈
Rm×n

for t = 0 to T − 1 do

Mt := βMt−1 + (1− β)∇fSt(Wt)

Ot := NewtonSchulz(Mt)

Wt+1 := Wt − ηOt

end for

return WT

Muonの探索方向Ot ∈ Rm×nは，次のように勾
配情報の行列を直交化して得られる．

Ot := argmin
O:Rm×n:∥O∥2≤1

∥O −Mt∥F .

このとき Mt の特異値分解が UtStV
⊤
t であるな

らば，Ot = UtV
⊤
t が成り立つ．ただし，Ut ∈

Rm×r, St ∈ Rr×r, Vt ∈ Rn×r で，r > 0 は行列
Mt のランクである．しかし特異値分解の計算は
非常に高価であるため，Muonは Newton-Schulz

反復法 [2, 3]を使って Otを高速に近似している．

確率的勾配降下法やAdamが，深層学習モデルの
パラメータ行列をベクトル化して取り扱うのに対
して，Muonは行列のまま取り扱うため，パラメー
タ行列本来の構造的特性を損なわない．
より実用的には，次のように追加の慣性項と重

み減衰を加えたMuonがよく利用されている．主

アルゴリズム 2 よく利用されるMuon

Require: η, λ > 0, β ∈ [0, 1),M−1 := 0,W0 ∈
Rm×n

for t = 0 to T − 1 do

Mt := βMt−1 + (1− β)∇fSt(Wt)

Ct := βMt + (1− β)∇fSt(Wt)

Ot := NewtonSchulz(Ct)

Wt+1 := (1− ηλ)Wt − ηOt

end for

return WT

な実装では慣性係数 β ∈ [0, 1)は 2つの慣性項で
共有されている．また，λ > 0は重み減衰係数で
ある．これらはユーザーが自由に設定できるハイ
パーパラメータであり，β = 0.95, λ = 0.06などが
よく使われる．本発表はよく利用されるMuonの
解析を行う．
3. 収束解析
本稿では特に重み減衰ありのMuonの優れた理
論的性質を紹介する．以下の解析では，経験損失
関数 f : Rm×n → Rが L-平滑であることを仮定し
ている．
命題 1 （点列の有界性）η ≤ 1

λ を仮定する．点列
(Wt)t∈NがMuonで生成されたとすると，

∥Wt∥F ≤

(1− ηλ)t∥W0∥F +
√
n
λ if η < 1

λ ,√
n
λ if η = 1

λ .

が成り立つ．
命題 1は，重み減衰ありのMuonで生成された
点列のノルムは確率 1で有界で，時刻 tに対して



単調減少し，その上界は t → ∞で
√
n
λ に収束する

ことを意味している．特に，η = 1
λ が成り立つと

きその上界は最小となる．
命題 2 （勾配の有界性）η ≤ 1

λ を仮定する．点列
(Wt)t∈NがMuonで生成されたとすると，

∥∇f(Wt)∥F

≤

L(1− ηλ)t∥W0∥F +D if η < 1
λ ,

D if η = 1
λ .

が成り立つ．ただし，D := L
λ +L∥W ⋆∥F とする．

命題 2は命題 1から得られる結果で，勾配のノ
ルムが確率 1で有界であり，時刻 tに対して単調
減少することを意味している．また同様に，特に
η = 1

λ が成り立つときその上界が最小となる．こ
れらの結果は，Muonの探索方向が直交化演算の
おかげで常に ∥Ot∥F =

√
nを満たすために成り立

つもので，Muonの優れた理論的特性の一つであ
ると言える．正確には探索方向のノルムが有界で
あれば任意の最適化アルゴリズムに対して同様の
結果を得られるが，確率的勾配降下法やAdamに
対しては成り立たない結果である．これらの命題
を利用すると，次の定理を得られる．
定理 1（よく利用されるMuonの収束解析）η ≤ 1

λ

を仮定する．点列 (Wt)t∈NがMuonで生成された
とすると，

1

T

T−1∑
t=0

E [∥∇f(Wt)∥F ]

≤ O
(
1

T
+

(2β + 1)(1− β) + λ

2
· 1
b
+ n

)
.

が成り立つ．ただし，bはバッチサイズである．
確率的勾配降下法やAdamなどの標準的な収束解
析では，1

T

∑T−1
t=0 E

[
∥∇f(Wt)∥2F

]がおよそ 1/T の
オーダーで減少するが，定理 1のようにMuonは
1
T

∑T−1
t=0 E [∥∇f(Wt)∥F ]がおよそ 1/T のオーダー

で減少する．この結果はMuonの高速な収束を保
証するものである．
4. 最適なバッチサイズの解析
収束解析で得られた式を利用すると，訓練に必

要な計算量を最小にする最適なバッチサイズの式

を得られる．定理 1から，正数 X,Y, Z > 0に対
して

1

T

T−1∑
t=0

E
[
∥∇f(Wt)∥2F

]
≤ X

T
+

Y

b
+ Z

が成り立つ．訓練が十分に完了したとき，ある閾
値 ϵ > 0に対して

X

T
+

Y

b
< ϵ

が成り立つと仮定すると，この式を満たす総反復
回数 TMuonは

TMuon =
Xb

ϵb− Y

と表せる．Muonは 1回の反復で b個の確率的勾配
を計算するので，TMuon回の反復では TMuonb個の
確率的勾配を計算する．これが訓練にかかる総計
算量であり，TMuonbを最小にする bが計算量の意
味で最適なバッチサイズとなる．以上よりMuon

の最適なバッチサイズは

b⋆Muon =
Y

2
=

{(2β + 1)(1− β) + λ}σ2

ϵ

となり，適切なハイパーパラメータの設定のため
にいくつかの知見を得られる．定理等の詳細な証
明は [4]を参照されたい．
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