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あらまし 本稿は，深層学習に現れる経験損失最小化問題を解くための確率的勾配降下法 (SGD)について，段階的
最適化の観点から考察する. 段階的最適化とは，確率的ノイズによる平滑化演算を利用して非凸関数の大域的最適
解を探索する手法である．本稿は SGDの確率的ノイズには目的関数を平滑化する効果があり，その度合いは学習
率，バッチサイズ，確率的勾配の分散によって定まることを示す．この発見から，訓練中に学習率とバッチサイズ
を変化させることで暗黙的に平滑化の度合いを減少させる新しい段階的最適化アルゴリズムを提案し解析する．さ
らに，SGDの確率的ノイズによる平滑化の度合いと，深層学習モデルの汎化性能の間には密接な関係があることを
実験的に示す．
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Abstract This paper discusses stochastic gradient descent (SGD) for solving empirical loss minimization problems that appear
in deep learning from the viewpoint of graduated optimization. The graduated optimization is a method for finding global optimal
solutions for nonconvex functions by using a function smoothing operation with stochastic noise. We show that stochastic noise
in SGD has the effect of smoothing the objective function, the degree of which is determined by the learning rate, batch size,
and variance of the stochastic gradient. Using this finding, we propose and analyze a new graduated optimization algorithm that
varies the degree of smoothing by varying the learning rate and batch size. We further show that there is a close relationship
between the degree of smoothing due to stochastic noise in SGD and the generalization performance of deep learning models.
Key words deep learning theory, nonconvex optimization, stochastic gradient descent, graduated optimization, smoothing

1. は じ め に
訓練データセット S := (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛)と深層ニューラルネッ
トワーク（Deep Neural Networks, DNN）のパラメータ 𝒙 ∈ R𝑑

が与えられたとき，深層学習モデルから正解ラベルとの誤差
を表す微分可能な非凸損失関数 𝑓 (𝒙; 𝑧𝑖)が得られるとする．こ
のとき，経験損失最小化問題

目的関数： 𝑓 (𝒙) :=
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑓𝑖 (𝒙) →最小 (1)

条件： 𝒙 ∈ R𝑑

の最適解を見つけることを，「モデルを訓練する」という．た
だし， 𝑓𝑖 (𝒙) := 𝑓 (𝒙; 𝑧𝑖) は訓練データ 𝑧𝑖 に対する損失関数とす
る．このような非凸最適化問題を解くための最急降下法の更
新式は，初期点を 𝒙0 ∈ R𝑑，学習率を 𝜂𝑡 > 0 (𝑡 ∈ N)とすると，

𝒙𝑡+1 = 𝒙𝑡 − 𝜂𝑡∇ 𝑓 (𝒙𝑡 )

で与えられる．ところが，DNNの次元数 𝑑 と訓練データの総
数 𝑛は非常に大きいため，一般的な計算機では全勾配 ∇ 𝑓 (𝒙𝑡 )
を計算することができず，最急降下法は実行できない．それに
対して，確率的勾配降下法（Stochastic Gradient Descent, SGD）
は，反復回数 𝑡において 𝑛個の訓練データからランダムに選ば
れた 𝑏 (< 𝑛) 個のデータ S𝑡 に対して計算されたミニバッチ確
率的勾配

∇ 𝑓S𝑡
(𝒙𝑡 ) :=

1
𝑏

𝑏∑
𝑖=1

∇ 𝑓𝜉𝑡,𝑖 (𝒙𝑡 )

を探索方向に利用するため，バッチサイズ 𝑏 を適切に設定す
れば実行することができる．ただし，確率変数 𝜉𝑡 ,𝑖 は反復回
数 𝑡 での 𝑖番目のデータにより生成される確率変数とする．問
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題 (1)は無数に局所的最適解を持っていると考えられるが，一
般に最急降下法，SGDのいずれも，局所的最適解に収束する
ことは保証できても，大域的最適解に収束することは保証で
きない．本稿は，問題 (1)の大域的最適解を見つけることを目
指す．

2. 数学的準備
R𝑑 を 𝑑 次元ユークリッド空間とし，R𝑑 のノルムを ∥ · ∥ と
する．本稿では解析のために，以下のような仮定を認める．
［仮定 1］ 関数 𝑓 : R𝑑 → Rは連続的微分可能で，𝐿𝑔-平滑とす
る，すなわち，

∀𝒙, 𝒚 ∈ R𝑑 : ∥∇ 𝑓 (𝒙) − ∇ 𝑓 (𝒚)∥ ≤ 𝐿𝑔∥𝒙 − 𝒚∥

が成り立つ．
［仮定 2］ 関数 𝑓 : R𝑑 → Rは 𝐿 𝑓 -リプシッツ関数とする，す
なわち，

∀𝒙, 𝒚 ∈ R𝑑 : | 𝑓 (𝒙) − 𝑓 (𝒚) | ≤ 𝐿 𝑓 ∥𝒙 − 𝒚∥.

が成り立つ．
［仮定 3］ (𝒙𝑡 )𝑡∈N を最適化アルゴリズムが生成した点列とす
ると，

(i)任意の反復回数 𝑡 ∈ Nに対して，

E𝜉𝑡

[
G𝜉𝑡 (𝒙𝑡 )

]
= ∇ 𝑓 (𝒙𝑡 )

が成り立つ．ただし，G𝜉𝑡 (𝒙𝑡 ) は，関数 𝑓 (·) の 𝒙𝑡 における確
率的勾配であり，E𝜉𝑡 [·]は確率変数 𝜉𝑡 に関する期待値である．

(ii)非負定数 𝐶2 ≥ 0が存在して，任意の反復回数 𝑡 ∈ Nに対
して，

E𝜉𝑡

[
∥G𝜉𝑡 (𝒙𝑡 ) − ∇ 𝑓 (𝒙𝑡 )∥2

]
≤ 𝐶2

が成り立つ．
［仮定 4］ 任意の反復回数 𝑡 ∈ Nにおいて，全勾配 ∇ 𝑓 は，ミ
ニバッチ S𝑡 ⊂ Sで次のように推定される．

∇ 𝑓S𝑡
(𝒙𝑡 ) :=

1
𝑏

𝑏∑
𝑖=1

G𝜉𝑡,𝑖 (𝒙𝑡 ) =
1
𝑏

∑
{𝑖 : 𝒛𝑖∈S𝑡 }

∇ 𝑓𝑖 (𝒙𝑡 )

仮定 3(i)は，各反復回数 𝑡 で得られる 𝑓 の確率的勾配 G𝜉𝑡

の期待値が全勾配 ∇ 𝑓 と一致することを意味し，仮定 3(ii)は，
確率的勾配 G𝜉𝑡 と全勾配 ∇ 𝑓 の二乗ノルムの意味での差の期
待値が 𝐶2 以下であることを意味している．すなわち，𝐶2 は
確率的勾配 G𝜉𝑡 の分散の上界を表している．仮定 4は，SGD
の探索方向であるミニバッチ確率的勾配 ∇ 𝑓S𝑡

(𝒙𝑡 ) が，𝑏 個の
確率的勾配 G𝜉𝑡,𝑖 (𝑖 ∈ [𝑏]) の平均で計算されることを意味して
いる．

3. 段階的最適化
段階的最適化（Graduated optimization）[1]は Blakeと Zisser-

manによって提案された，非凸最適化問題の大域的最適解を
探索する大域的最適化手法の一つである．まず徐々に小さく

なるノイズ (𝛿𝑚)𝑚∈[𝑀 ] による平滑化演算によって，徐々に元
の目的関数 𝑓 : R𝑑 → Rに近づくように平滑化された 𝑀 個の
関数の列 ( 𝑓𝛿𝑚 )𝑚∈[𝑀 ] を用意する．そして，最も平滑化された
関数 𝑓𝛿1 を最初に最適化し，その近似解を初期点として 2番目
に大きく平滑化された関数 𝑓𝛿2 を最適化し，次に 2番目の近似
解を初期点として 3番目に大きく平滑化された関数 𝑓𝛿3 を最
適化する，という手順を繰り返すことで，元の目的関数 𝑓 の
局所的最適解を避けて大域的最適解を探索する．段階的最適
化の概念図については，図 2を参照されたい．一般に関数の
平滑化は，正規分布や一様分布等の裾の軽い分布に従う確率
変数で関数を畳み込むことで実現される．
［定義 1］（関数の平滑化） ある関数 𝑓 を平滑化して得られる関
数 𝑓𝛿 : R𝑑 → Rは，

𝑓𝛿 (𝒙) := E𝒖∼L [ 𝑓 (𝒙 − 𝛿𝒖)]

と表される．ここで，𝛿 ∈ Rは平滑化の度合いを表し，𝒖は任
意の裾の軽い分布 L に従う確率変数であり，E𝒖∼L [∥𝒖∥] ≤ 1
を満たす．また，

𝒙★ := argmin
𝒙∈R𝑑

𝑓 (𝒙), 𝒙★𝛿 := argmin
𝒙∈R𝑑

𝑓𝛿 (𝒙)

とする．
段階的最適化手法はノイズ除去 [2]やロバスト推定 [3]など，

画像処理分野や機械学習分野で広く利用されている．特に，現
在最先端の性能を有する生成モデルであるスコアベースモデ
ル [4]と拡散モデル [5], [6]は，暗黙的に段階的最適化を利用し
ている．その一方で，理論的な研究は少ない．段階的最適化
の理論と応用に関する包括的な調査については，文献 [7]を参
照されたい．

Algorithm 1段階的最適化アルゴリズム
Require: 𝜎 > 0, 𝛿1 > 0, 𝑀 ∈ N, 𝒙1 ∈ R𝑑

1: for 𝑚 = 1 to 𝑀 + 1 do
2: 𝑇𝐹 := 𝜎𝛿2

𝑚/32
3: 𝒙𝑚+1 := SGD(𝑇𝐹 , 𝒙𝑚, 𝑓𝛿𝑚 )
4: 𝛿𝑚+1 := 𝛿𝑚/2
5: end for
6: return 𝒙𝑀+2

Hazanらは，上記のような段階的最適化アルゴリズムが大域
的最適解に収束するような条件を満たす，特別な非凸関数で
ある，𝜎-nice関数を定義した [8]．
［定義 2］（𝜎-nice関数） 任意の関数 𝑓 : R𝑑 → Rに対して，次
の 2つの条件が満たされるとき，関数 𝑓 は 𝜎-nice関数である
という．

(i)任意の 𝛿 > 0と 𝒙★𝛿 に対して，


𝒙★𝛿 − 𝒙★𝛿/2




 ≤ 𝛿

2

を満たすような 𝒙★
𝛿/2 が存在する．

(ii)任意の 𝛿 > 0に対して，関数 𝑓𝛿 (𝒙) は中心 𝒙★𝛿 で半径 3𝛿
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の開近傍 𝑁 (𝒙★𝛿 ; 3𝛿)で 𝜎-強凸である．
Hazanらは 𝜎-nice関数に対して段階的最適化アルゴリズム

を使用すると，O
(
1/𝜖2

)
回の反復で目的関数 𝑓 の大域的最適

解 𝒙★の 𝜖-近傍に到達できることを示した [8]．ところが，一
般に DNNを含む複雑で巨大な関数に定義 1の平滑化演算を施
すことはできないため，上記のアルゴリズムによる最適化は
実現できない．

4. 確率的ノイズによる平滑化
SGDの探索方向と最急降下方向との間には，各反復で，SGD
が一度にすべてのデータを扱えないために

𝝎𝑡 := ∇ 𝑓S𝑡
(𝒙𝑡 ) − ∇ 𝑓 (𝒙𝑡 )

だけ確率的ノイズが生じている．凸最適化における SGDは，
収束するために最急降下法よりも多くの反復回数を要する代
わりに，1反復あたりの計算量は少なくなることが知られてい
る [9]．すなわち，凸最適化では計算量を減らすためだけにミ
ニバッチ化するのであって，確率的ノイズは邪魔な副産物で
しかない．一方，非凸最適化においては，このノイズは非常
に重要で，局所的最適解からの脱出を助け [11]，収束は遅いが
最急降下法よりも良い汎化性をもたらすことが経験的に知ら
れている [15]．さらに，Kleignbergらは，以下のような議論か
ら，確率的ノイズ 𝝎𝑡 が目的関数を平滑化している可能性を指
摘した [12]．
反復回数 𝑡 において，最急降下法で点列を更新した先を 𝒚𝑡，

SGDで点列を更新した先を 𝒙𝑡+1 とする，すなわち，

𝒚𝑡 := 𝒙𝑡 − 𝜂∇ 𝑓 (𝒙𝑡 ),

𝒙𝑡+1 := 𝒙𝑡 − 𝜂∇ 𝑓S𝑡
(𝒙𝑡 )

とすると，

E𝝎𝑡 [𝒚𝑡+1] = E𝝎𝑡 [𝒚𝑡 ] − 𝜂∇E𝝎𝑡 [ 𝑓 (𝒚𝑡 − 𝜂𝝎𝑡 )] (2)

が成り立つ．式 (2)の導出は，文献 [14]の A章を参照された
い．新たに関数 𝑓 (𝒚) := E𝝎𝑡 [ 𝑓 (𝒚 − 𝜂𝝎𝑡 )] を定義すれば，

E𝝎𝑡 [𝒚𝑡+1] = E𝝎𝑡 [𝒚𝑡 ] − 𝜂∇ 𝑓 (𝒚𝑡 )

が成り立つことから，SGDで関数 𝑓 (𝒙) を最適化することと，
最急降下法で関数 𝑓 (𝒚)を最適化することは，期待値の意味で
は等価である．さらに 𝝎𝑡 は確率変数であるから，定義 1より，
関数 𝑓 (𝒚)は関数 𝑓 (𝒙)をある程度平滑化した関数だといえる．

5. SGDの平滑化特性
それでは，4節の議論をより深め，SGDの確率的ノイズ 𝝎𝑡

による平滑化の度合い 𝛿は何によって定まるのかを考察する．
仮定 3 (ii)と仮定 4が成り立つとすると，

E𝜉𝑡 [∥𝝎𝑡 ∥] ≤
𝐶
√
𝑏

(3)

が成り立つ．証明は，文献 [14]の B章を参照されたい．不等
式 (3)を満たすような 𝝎𝑡 は，E𝜉𝑡 [∥𝒖𝑡 ∥] ≤ 1を満たす確率変数

𝒖𝑡 を使って，

𝝎𝑡 =
𝐶
√
𝑏
𝒖𝑡

と表すことができる．ここで，𝝎𝑡 が正規分布のような分布に
従うという実験的観察から，𝝎𝑡 はある裾の軽い分布 L̂に従う
と仮定する．したがって，𝝎𝑡 ∼ L̂ と 𝒖𝑡 ∼ L が成り立つ．た
だし，L̂と Lは裾の軽い分布で，Lは L̂をスケールした分布
である．確率的ノイズが正規分布のような分布に従うことに
ついては，文献 [13]や文献 [14]の H章を参照されたい．これ
を利用して式 (2)をさらに変形すると，

E𝝎𝑡 [𝒚𝑡+1] = E𝝎𝑡 [𝒚𝑡 ] − 𝜂∇E𝝎𝑡 [ 𝑓 (𝒚𝑡 − 𝜂𝝎𝑡 )]

= E𝝎𝑡 [𝒚𝑡 ] − 𝜂∇E𝒖𝑡∼L

[
𝑓

(
𝒚𝑡 −

𝜂𝐶
√
𝑏
𝒖𝑡

)]
= E𝝎𝑡 [𝒚𝑡 ] − 𝜂∇ 𝑓 𝜂𝐶√

𝑏

(𝒚𝑡 ). (4)

が成り立つ．式 (4)は，SGDで関数 𝑓 (𝒙)を最適化することと，
最急降下法で関数 𝑓 𝜂𝐶√

𝑏

(𝒚)を最適化することは，期待値の意味
では等価であることを意味している．また，SGDの確率的ノ
イズ 𝝎𝑡 による平滑化の度合いは，

𝛿 =
𝜂𝐶
√
𝑏

(5)

となり，学習率 𝜂，バッチサイズ 𝑏，確率的勾配の分散 𝐶2 に
よって定まるといえる．すなわち，学習率が大きく，バッチサ
イズが小さいほど平滑化の度合いは大きくなる．この発見に
よって，これまで実験的には観察されていたが，理論的には説
明できなかった多くの現象を説明することができる．

6. SGDの挙動についての理論的洞察
Keskarら [15]は，SGDでモデルを訓練するとき，大きいバッ

チサイズを使うとその近傍が急峻な局所的最適解に陥り，汎化
性が損なわれることを実験で示した．この現象は経験的には
よく知られており，バッチサイズが大きくても汎化性を損な
わないようにするための手法がいくつか提案されている [16],
[17]．この現象については，式 (5)から，バッチサイズが大き
いときは目的関数 𝑓 の平滑化の度合いは小さく，最急降下法
によって最適化される関数 𝑓 𝜂𝐶√

𝑏

は元の非凸関数 𝑓 に近くなる
ため，その近傍が急峻な局所的最適解に陥りやすいといえる．
一方，バッチサイズが小さいときは，目的関数は十分に平滑化
されているために，元の非凸関数 𝑓 の急峻な局所的最適解は
消失し，SGDで更新される点列は汎化性の優れる解に収束す
るといえる．
多くの先行研究 [18], [20]が，訓練中に学習率を減少させる，

あるいはバッチサイズを増加させると，定数学習率と定数バッ
チサイズを使う場合よりも訓練損失関数値，テスト精度の両
方で性能が優れることを示している．式 (5)によると，学習率
𝜂を減少させる，あるいはバッチサイズ 𝑏を増加させることは
平滑化の度合い 𝛿 を減少させることと等価である．したがっ
て，減少学習率または増加バッチサイズを使用することは，ま
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さに段階的最適化のアプローチそのものであり，これらは暗
黙のうちに近傍が急峻な局所的最適解を避けることに寄与し
ていたといえる．
上記の考察は，その近傍が急峻な局所的最適解よりも，近傍
が平坦な局所的最適解の方が汎化性に優れるという仮説 [15],
[19], [21], [22]に基づいていることに注意したい（図 1を参照）．
訓練データは限られているため，訓練データのみによって構
成される訓練損失関数と，テストデータを含む未知のデータ
によって構成される未知の関数の間には誤差があるはずであ
る．近傍が平坦な局所的最適解ならば，その誤差の影響を受
けにくいために高い汎化性を担保できる，という直感的な説
明は可能だが，厳密な理論的証明はない．

損失関数値

有限のデータから
計算される
経験損失関数

無限のデータから
計算される
期待損失関数

(真の損失関数)
平坦な最適解 急峻な最適解

図 1 経験損失関数の形状の概念図

7. 𝝈𝒎-nice関数
次節では，第 5節で明らかになった SGDの平滑化特性を利
用した新たな段階的最適化アルゴリズムを提案する．その準
備として，Hazanらによって提案された 𝜎-nice関数をやや拡
張した 𝜎𝑚-nice関数を導入する．
［定義 3］（𝜎𝑚-nice function） 𝑀 ∈ N, 𝑚 ∈ [𝑀], 𝛾 ∈ [0.5, 1) とす
る．任意の関数 𝑓 : R𝑑 → Rに対して，次の 2つの条件が満た
されるとき，関数 𝑓 は 𝜎𝑚-nice関数であるという．

(i)任意の 𝛿𝑚 > 0と 𝒙★𝛿𝑚
に対して，


𝒙★𝛿𝑚 − 𝒙★𝛿𝑚+1




 ≤ 𝛿𝑚+1 := 𝛾𝛿𝑚

を満たすような 𝒙★𝛿𝑚+1
が存在する．

(ii) 任意の 𝛿𝑚 > 0 に対して，関数 𝑓𝛿𝑚 (𝒙) は開近傍
𝑁 (𝒙★𝛿𝑚 ; 3𝛿𝑚) で 𝜎𝑚-強凸である.
𝜎𝑚-nice関数がどのように 𝜎-nice関数を拡張しているかを説

明しよう．まず条件 (i)において，平滑化の度合いの減衰率は，
𝜎-nice関数では常に 0.5であったところを，𝜎𝑚-nice関数では
やや一般化された 𝛾 ∈ [0.5, 1) となっている．この拡張は段階
的最適化アルゴリズムの収束保証を損なわない．詳細は文献
[14]の Proposition 5.1を参照されたい．次に，条件 (ii)におい
て，平滑化された関数 𝑓𝛿𝑚 は，𝜎-nice関数では平滑化の度合い
𝛿𝑚 によらず常に 𝜎-強凸であったところを，𝜎𝑚-nice関数では
𝑚 に依存する 𝜎𝑚-強凸となっている．強凸関数の定数は，関
数がより滑らかな方が小さくなるため，例えば 𝑓𝛿1 と 𝑓𝛿𝑚 で
は異なる定数を設定するべきである．実際，0 < 𝜎small < 𝜎big

とし，ある関数 𝑔が 𝜎small-強凸であるとき，関数 𝑔は 𝜎big-強
凸ではない．したがって任意の 𝛿𝑚 に対して 𝑓𝛿𝑚 が 𝜎-強凸で
ある 𝜎-nice関数の定義は現実的ではない．𝜎𝑚-nice関数の定義

は，この問題を回避している．

8. 暗黙的な段階的最適化アルゴリズム
3節で示した通り，訓練データの総数 𝑛とモデルのパラメー

タの数 𝑑 が非常に大きいとき，式 (1)で定義される目的関数
𝑓 に対しては定義 1の平滑化演算を施すことができないため，
一般に段階的最適化アルゴリズムを DNNの訓練に適用するこ
とはできない．しかし，5節で示したように，目的関数 𝑓 の最
適化に SGDを使うというだけで，関数 𝑓 はある程度平滑化さ
れていて，その度合い 𝛿はハイパーパラメータである学習率 𝜂

とバッチサイズ 𝑏 によって定まる．したがって，訓練中に平
滑化の度合い 𝛿 が徐々に減少するように，学習率 𝜂 とバッチ
サイズ 𝑏を適切に変化させれば，SGDを利用した暗黙的な段
階的最適化が実現できるはずである．これらによって構成さ
れる暗黙的な段階的最適化アルゴリズムを次に示す (その概念
図については，図 2を参照)．

Algorithm 2暗黙的な段階的最適化アルゴリズム
Require: 𝜖 , 𝒙1 ∈ 𝐵(𝒙★𝛿1

; 3𝛿1 ) , 𝜂1 > 0, 𝑏1 ∈ [𝑛], 𝛾 ≥ 0.5

1: 𝛿1 := 𝜂1𝐶√
𝑏1

, 𝛼0 := min
{

1
16𝐿 𝑓 𝛿1

, 1√
2𝜎𝛿1

}
, 𝑀 := log𝛾 𝛼0 𝜖

2: for 𝑚 = 1 to 𝑀 + 1 do
3: if 𝑚 ≠ 𝑀 + 1 then
4: 𝜖𝑚 := 𝜎𝑚 𝛿2

𝑚/2, 𝑇𝑚 := 𝐻𝑚/𝜖𝑚
5: 𝜅𝑚/

√
𝜆𝑚 = 𝛾 (𝜅𝑚 ∈ (0, 1], 𝜆𝑚 ≥ 1)

6: end if
7: 𝒙𝑚+1 := GD(𝑇𝑚, 𝒙𝑚, 𝑓𝛿𝑚 , 𝜂𝑚 )
8: 𝜂𝑚+1 := 𝜅𝑚𝜂𝑚, 𝑏𝑚+1 := 𝜆𝑚𝑏𝑚

9: 𝛿𝑚+1 := 𝜂𝑚+1𝐶√
𝑏𝑚+1

10: end for
11: return 𝒙𝑀+2

次の定理によって，暗黙的な段階的最適化アルゴリズムの
収束が保証される．証明は文献 [14]の D.4節を参照されたい．
［定理 1］ 𝜖 > 0を十分小さい正数とする．このとき，𝐿 𝑓 -リプ
シッツ 𝜎𝑚-nice関数 𝑓 に対して暗黙的な段階的最適化アルゴ
リズムを適用すると，アルゴリズムは O

(
1/𝜖2

)
回の反復で大

域的最適解 𝒙★の 𝜖-近傍に到達する．
定理 1は，非凸の目的関数 𝑓 が 𝜎𝑚-nice関数ならば，暗黙的

な段階的最適化アルゴリズムによって大域的最適解を見つけ
ることができることを意味している．最後に，暗黙的な段階
的最適化アルゴリズムを画像分類タスクに適用した数値実験
の結果を紹介しよう．図 3は，ImageNetデータセットによる
ResNet34の 200エポックの訓練における，テスト精度と訓練
損失関数値をプロットしたものである．手法 1は定数学習率
および定数バッチサイズを有する通常の SGDであり，手法 2
は学習率のみを減衰させる SGD,手法 3はバッチサイズのみを
増加させる SGD,手法 4は学習率を減衰させ，バッチサイズは
増加させる SGDである．すなわち手法 2,3,4は暗黙的な段階
的最適化アルゴリズムである．学習率とバッチサイズは，平
滑化の度合いが 40エポックごとに 1√

2
倍になるように更新さ
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図 2 𝜎𝑚-nice関数に対する暗黙的な段階的最適化アルゴリズムの概念図
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図 3 ImageNetデータセットによる ResNet34の訓練におけるテスト
精度と訓練損失関数値．実線は 3回の実行の平均値を表してお
り，3回の実行の最大値と最小値の間を薄く塗りつぶしている．

れた．すなわち，𝛾 = 1√
2
である．より詳細な設定については，

文献 [14]の 5章を参照されたい．図 3は暗黙的な段階的最適
化アルゴリズムが通常の SGDよりも高いテスト精度と低い訓
練損失関数値を達成できていることを表している．

9. 平滑化の度合いと Sharpness と汎化性能の
関係

前節までは，訓練中に平滑化の度合いを減少させ，暗黙的
な段階的最適化を実現するための考察をしてきた．本節では，
訓練中に平滑化の度合いが変化しない，すなわち，定数学習
率，定数バッチサイズの場合を考察する．

6節で述べた通り，最適化アルゴリズムが収束する近似解の
近傍での経験損失関数の形状は，深層学習モデルの汎化性能と
密接な関係があると考えられてきた（図 1も参照）．その関係
を探るために，いくつかの先行研究 [15], [23]～[26]は近似解の
周りの関数の鋭さの指標として “Sharpness”を提案している．
特に，Kwonらが提案した “adaptive sharpness”は，訓練データ
の集合 S，任意のモデルのパラメータ 𝒘 ∈ R𝑑 とあるベクトル
𝒄 ∈ R𝑑 に対して，

𝑆
𝜌
max (𝒘, 𝒄) := ES

[
max

∥𝜹⊙𝒄−1 ∥𝑝≤𝜌
𝑓 (𝒘 + 𝜹) − 𝑓 (𝒘)

]
で定義される．ただし，𝜌 ∈ R は近傍の半径を表しており，
⊙/−1 はそれぞれ要素ごとの積と商の計算を表している．した
がって，Sharpnessの値が大きければ大きいほど，パラメータ
𝒘 の周りでの関数の形状は鋭いことを意味する．経験損失関
数の滑らかさを議論するときに，Sharpnessを欠かすことはで
きない．5節では，SGDの確率的ノイズによる平滑化の度合い
が 𝛿 = 𝜂𝐶√

𝑏
で表せることを示した．それでは，平滑化の度合い

𝛿と Sharpnessの間にはどのような関係があるだろうか．本稿
はこれを確かめるために，ResNet18を CIFAR100データセッ
トで 200エポック，学習率 𝜂 ∈ {0.01, 0.05, 0.1, 0.5}とバッチサ
イズ 𝑏 ∈ {21, . . . , 213}の組み合わせで訓練し，テスト精度を計
測する．また，得られた近似解の周りの adaptive sharpnessを，
𝜌 = 0.0002と 𝒄 := (1, 1, . . . , 1)⊤ ∈ R𝑑 に対して計測した．これ
らの測定は学習率とバッチサイズの組み合わせ 1つに対して
3回行われ，計 156個のテスト精度と Sharpnessの値が集まっ
た．一方，平滑化の度合い 𝛿 = 𝜂𝐶√

𝑏
はその定義に従って，訓練

に使われた学習率 𝜂 とバッチサイズ 𝑏 を使って計算した．こ
こで，確率的勾配の分散 𝐶2は推定値を利用している．推定の
詳細については文献 [14]の B章を参照されたい．図 4は，全
ての実験結果をまとめたものである．なお，図中の “lr”は学
習率を意味している．
図 4(a)は，バッチサイズが大きいほど Sharpnessが大きくな

ること，(b)は学習率が大きいほど Sharpnessが小さくなるこ
と，(c)は Sharpnessが小さいほど平滑化の度合いが大きくなる
ことを示している．これらの結果は，平滑化の度合い 𝛿が学習
率 𝜂に比例し，バッチサイズ 𝑏に反比例するという我々の理論
結果を保証し，𝛿 = 𝜂𝐶√

𝑏
が関数の平滑化の度合いを決定してい

るという我々の理論を補強している．また，Keskarら [15]は，
大きすぎるバッチサイズが Shapnessの増加をもたらし，汎化
性能を悪化させることを実験的に観察している．図 4(a)はこ
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図 4 (a) CIFAR100データセットによる ResNet18の 200エポックの訓練で得られた近似解の近
傍で計測された Sharpnessと，訓練に使われたバッチサイズの関係．(b) Sharpnessと，訓
練に使われた学習率の関係．(c) Sharpnessと，学習率，バッチサイズ，推定された確率的
勾配の分散から計算された平滑化の度合いの関係．(d) テスト精度と Sharpnessの関係．
(e)テスト精度と平滑化の度合いの関係．実線は 3回の実行の平均値を表しており，3回
の実行の最大値と最小値の間を薄く塗りつぶしている．散布図における色の濃淡はバッ
チサイズの大小を表しており，色が濃いほどバッチサイズが大きいことを意味する．全
てのグラフは同じ実験結果を異なる視点から示している．

の実験的観察と一致し，この現象も我々の理論によって理論的
な説明を与えることができる．すなわち，大きすぎるバッチサ
イズが Sharpnessの増加をもたらすのは，バッチサイズが平滑
化の度合いに対して反比例するためであるといえる．図 4(d)
は，モデルの汎化性能と近似解付近の Sharpnessとの間に明確
な相関がないことを示している．この結果は，ResNet等の現
代的な深層学習モデルの訓練においては，Sharpnessと汎化性
能の間には相関が見られないことを示した先行研究 [27]と一
致する．一方，図 4(e)は，汎化性能と平滑化の度合いとの間
に明確な関係がある（汎化性能は平滑化の度合いに対して凹関
数になっている）ことを示しており，大きすぎず小さすぎない
平滑化の度合いが高い汎化性能をもたらすことを示している．

Andriushchenkoら [27]は，Sharpnessと汎化性能に関する既
存の先行研究がいずれも小規模な深層学習モデルを対象にし
ていることに注目し，現代的な大規模な深層学習モデルを用い
た広範な数値実験を行い，それらに対しては Sharpnessと汎化
性能の間にはほぼ相関が見られないことを発見し，Sharpness
は汎化性能の良い指標ではない可能性を示唆した．またそれ
によって，「より平坦な最適解がより良い汎化性能をもたらす」
という仮説の正しさに疑問符を投げかけている．図 4(c)から，
平滑化の度合いと Sharpnessの両方が目的関数の滑らかさ/鋭
さを表していることは明らかである．さらに，図 4(d)と (e)か
ら，上述の先行研究と同様に，Sharpnessと汎化性能の間には
相関がない一方で，平滑化の度合いと汎化性能の間には相関
があることが分かる．したがって，平滑化の度合いは汎化性

能を理論的に評価するためのより良い指標であるといえ，ま
たそのため，「より平坦な最適解がより良い汎化性能をもたら
す」という仮説を破棄するのは早計かもしれない．

10. ま と め
本稿では，深層ニューラルネットワークを含む非凸関数の

大域的最適化について，SGDを利用した段階的最適化の観点
から考察した．SGDが持つ確率的ノイズには目的関数を平滑
化する効果があることを示し，その平滑化の度合いは学習率，
バッチサイズ，確率的勾配の分散によって定まることを示し
た．さらに，SGDの平滑化効果を利用した暗黙的な段階的最
適化アルゴリズムと，その収束解析を紹介した．このアルゴ
リズムによって，SGDを利用した非凸関数の大域的最適化が
可能となることを示した．最後に，SGDの確率的ノイズによ
る平滑化の度合いと，Sharpnessとモデルの汎化性能の間には
密接な関係があることを実験的に示した．この結果は，「より
平坦な最適解がより良い汎化性能をもたらす」という主張を
支持するものである．
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