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Banachの不動点定理に基づいた深層平衡モデルの高速化
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あらまし 深層平衡モデル（DEQ）は，ニューラルネットワークの層の変換の不動点を探索することで，層を積み
重ねることなく無限に深いネットワーク表現を実現する．DEQは従来のモデルと比べて大幅に少ないメモリしか必
要としないにもかかわらず，多くの大規模な数値実験において最先端のモデルに匹敵する性能を誇る．しかし，入
力を受け取るたびに収束の保証のない不動点反復を実行するため，従来のモデルに比べて訓練と推論に膨大な計算
時間を要するという課題に直面している．本稿では，不動点収束が保証されるようにモデルアーキテクチャを再構
築することで，不動点収束を改善し，結果として計算時間を削減するアプローチを紹介する．我々が提案する画像
分類のための Lipschitz MDEQは，ハイパーパラメータの調整によってフォワードパスとバックワードパスの両方で
理論的に不動点収束が保証される．CIFAR-10データセットを使った数値実験では，わずかに精度が低下する代わり
に最大 4.75倍の高速化を達成した．
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Abstract The Deep Equilibrium Model (DEQ) achieves infinitely deep network representations without stacking layers by
exploring fixed points of layer transformations in neural networks. Despite requiring significantly less memory than conventional
models, DEQ demonstrates performance comparable to state-of-the-art models in numerous large-scale numerical experiments.
However, it faces the challenge of requiring enormous computational time for both training and inference compared to conventional
models, as it performs fixed-point iterations with no convergence guarantee each time it receives input. This paper introduces
an approach that improves fixed-point convergence and consequently reduces computational time by reconstructing the model
architecture to guarantee fixed-point convergence. Our proposed Lipschitz MDEQ for image classification theoretically guarantees
fixed-point convergence in both the forward and backward passes through hyperparameter tuning. Numerical experiments on the
CIFAR-10 dataset achieved up to 4.75x faster speedup at the cost of a slight accuracy drop.
Key words Deep equilibrium models, Banach fixed point theorem, contractive mapping

1. は じ め に
近年，機械学習は著しい進歩を遂げており，深層ニューラル
ネットワークはますます巨大になっている．ResNetや Trans-
formerといった一般的なモデルは，層が増えれば増えるほど
性能が向上することが多くのタスクで実証されている．一方
で，現代の深層学習では経験損失関数の最小化に勾配情報を
利用する手法が主流であり，勾配を入手するためには誤差逆
伝播法に頼らざるを得ない．誤差逆伝播法は全ての中間層の
出力を保存しておく必要があるため，モデルの層が増えれば
増えるほど膨大なメモリが必要となる．この問題を回避する
ために，必要なメモリを少なく抑えつつ，優れた性能を発揮で

きるモデルの研究が進められてきた．
深層平衡モデル（Deep Equilibrium Model, DEQ）[3], [5]は，

従来の層を積み上げるアプローチとは根本的に異なる．従来
のモデルはいくつもの層による変換を順番に適用して出力を
得るが，DEQは 1層の変換を不動点に達するまで何度も適用
し，得られた不動点を出力とすることで，実質的に無限の深さ
のニューラルネットワークを実現している．この暗黙的な定
式化には，訓練時のメモリ使用量が劇的に削減されるという重
大な利点がある．従来の 𝑁 層のモデルが誤差逆伝播法のため
に O(𝑁) のメモリを必要とするのに対し，DEQが必要とする
メモリは O(1)で一定であり，モデルの深さとメモリコストを
切り離すことができる．これにより，従来の深層ネットワーク
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を悩ませてきたメモリの制約なしに，理論上無限に深いネッ
トワークの表現が可能となる．驚くべきことに，言語処理タ
スク用の DEQ-Transformer [3]と画像処理タスク用のMultiscale
DEQ（MDEQ）[5]の両方が，この優れたメモリ効率を達成し
つつ，最先端モデルに匹敵する性能を発揮している．
このような長所があるにもかかわらず，訓練と推論に膨大
な時間を要するという致命的な欠陥によって，DEQは主流の
アーキテクチャにはなっていない．先行研究の実験結果によ
れば，DEQは従来のモデルに比べて 2.5倍から 3倍遅いことが
示されている [3], [5]．我々は，この計算の遅さの原因は，DEQ
が解く不動点問題に解が一意に存在する保証がないことにあ
ると主張する．DEQは入力を受け取るたびに適当な不動点ソ
ルバーを使って以下の不動点問題を解く．

Find 𝒛 ∈ Fix( 𝑓𝜽) :=
{
𝒛 ∈ R𝑑 : 𝑓𝜽 (𝒛; 𝒙) = 𝒛

}
, (1)

ここで，𝒛 は隠れ状態，𝒙 は入力，𝜽 は重みパラメータ，
𝑓𝜽 : R𝑑 → R𝑑 は単一の反復変換である．Banach の不動点定
理 [7], [18] によれば，この不動点問題に一意に定まる解が存
在するのは，写像 𝑓𝜽 が縮小写像である場合に限られる．ここ
で，写像 𝑓 : R𝑑 → R𝑑 が縮小写像であるとは，𝑟 ∈ (0, 1)が存在
し，任意の 𝒛1, 𝒛2 ∈ R𝑑 に対して ∥ 𝑓 (𝒛1) − 𝑓 (𝒛2)∥ ≤ 𝑟 ∥𝒛1 − 𝒛2∥が
成り立つことをいう．言い換えれば，写像 𝑓 が 𝐿 < 1に対し
て 𝐿-Lipschitz写像であることと同値である．写像 𝑓 が縮小写
像である場合，Banachの不動点近似法によって生成される点
列 𝒛𝑡+1 := 𝑓 (𝒛𝑡 ) は 𝑓 の唯一の不動点に収束することが知られ
ている．しかし，𝑓𝜽 は畳み込み，正則化，活性化関数などの複
雑な演算の合成写像であるため，一般に縮小性を満たさない．
その結果，不動点ソルバーは入力を受け取るたびに収束保証
のない反復を余儀なくされ，訓練と推論の両方で膨大な計算
コストが発生する．
そこで本稿では，不動点問題 (1)に唯一の解が存在するよう
にモデルアーキテクチャ（すなわち 𝑓𝜽）を再設計するアプロー
チを紹介する．それによって不動点収束を理論的に保証し，収
束を加速させることで DEQの訓練と推論に必要な膨大な計算
時間を削減できる．本稿では画像処理タスク向けのMDEQの
改良に焦点を絞る．

2. 背景と関連研究
2. 1 重み共有モデル
DEQの源流は，TrellisNet [4]や Universal Transformer [10]と
いった，全ての層で重みを共有するモデルにある．これらの
モデルは層数に比例してパラメータ数が増加しないという意
味で定数メモリを実現している．驚くべきことに，全ての層
で重みが共有されているにもかかわらず，従来のモデルと同
等かそれ以上の性能が得られることが実証されている．しか
し，誤差逆伝播のためにメモリが層数に比例するという欠点
は依然として解決されていなかった．Baiらは，層数が増加す
るにつれて，これらのモデルの中間層の出力，すなわち隠れ
状態 𝒛が変換 𝑓𝜽 の不動点に収束することを実験的に観察した
[3]．ここで， 𝑓𝜽 は各層による変換を表し，全ての層で重み 𝜽

が共有されていることから，各層が施す変換は全て 𝑓𝜽 で表現
できることに注意されたい．この実験的観察に基づいて，層
を増やして不動点を得るのではなく，層の変換 𝑓𝜽 の不動点 𝒛★

を直接求めるアプローチ，深層平衡モデルが提案された．こ
の手法は Transformerに組み込まれ，大規模な言語モデリング
タスクにおいて極めて強力な性能を発揮した [3]．その後すぐ
に，画像処理タスクへの適用のためにマルチスケール機構を
組み込んだMultiscale DEQ (MDEQ)が提案され，画像分類とセ
マンティックセグメンテーションの両方において同様に優れ
た性能を発揮することが実証された [5]．

2. 2 深層平衡モデル
DEQは入力を受け取ると，フォワードパスにおいて何らか

の不動点ソルバーを使って式 (1) の不動点問題を解く．ソル
バーの反復回数は DEQの層数に対応する．不動点 𝒛★ が求ま
ると，これを使って経験損失関数 ℓ𝒛★ (𝜽) を定義し，確率的勾
配降下法や Adamなどの標準的な最適化アルゴリズムで損失
最小化を進める．最適化アルゴリズムが必要とする勾配情報
は，連鎖律と陰関数定理を適用することで，次のように得るこ
とができる [17]:

𝜕ℓ𝒛★ (𝜽)
𝜕𝜽

=
𝜕ℓ𝒛★ (𝜽)
𝜕𝒛★

(𝐼 − 𝐽 𝑓𝜽 (𝒛★))−1︸                          ︷︷                          ︸
=:𝐴

𝜕 𝑓𝜽 (𝒛★; 𝒙)
𝜕𝜽

, (2)

ここで，𝐽 𝑓𝜽 は 𝒛★における 𝑓𝜽 のヤコビ行列である．計算コス
トの高いヤコビ行列の逆行列の計算を回避するため，項 𝐴は
バックワードパスにおいて以下の式を解くことで近似される：

x
(
𝐼 − 𝐽 𝑓𝜽 (𝒛★)

)
− 𝜕ℓ𝒛★ (𝜽)

𝜕𝒛★
= 0. (3)

最初の項は，PyTorch [20]などの自動微分パッケージを用いて，
任意の xに対して効率的に計算できる．線形方程式 (3)は，以
下の条件を満たす不動点を求める問題と同値である：

x = 𝑇 (x) under 𝑇 (x) := x𝐽 𝑓𝜽 (𝒛★) +
𝜕ℓ𝒛★ (𝜽)
𝜕𝒛★

(4)

つまり，DEQはフォワードパスとバックワードパスで 2つの
異なる不動点問題を解く．どちらの不動点問題でも，近年の
研究では Anderson加速法 [2]が不動点ソルバーとして採用さ
れている．

2. 3 DEQの不動点収束の理論保証に関する関連研究
一般的に，DEQが解く不動点問題において不動点の存在と

一意性は保証されない．これまでに，不動点収束を保証する
DEQの変種が複数の先行研究で提案されている．Winstonらは
monotone DEQ (monDEQ)を導入し，層を単調作用素として設
計することで不動点の存在を保証した [28]．最近では，Sittoni
らは SubDEQを提案し，写像 𝑓𝜽 に準単調性を課すことで有界
解の存在性と一意性を保証している [24]．さらに，Gaborらは
positive concave DEQ (pcDEQ)を導入し，写像 𝑓𝜽 を縮小写像と
非拡大写像に分解することで一意な不動点を保証している．

2. 4 DEQの高速化に関する関連研究
DEQは，訓練と推論が極めて遅いことでも知られている．

この問題に対処するため，先行研究では近似勾配を利用する
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Di,j(ẑi) +
nX

j=i+1

Ui,j(ẑi)
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z̄i = f̄i(z̃i) := MGN(Conv?(SReLU(z̃i)))

図 1 MDEQおよび Lipschitz MDEQのアーキテクチャ．Lipschitz MDEQは MDEQの構造を継
承し，各演算は Lipschitz定数が大きくなりすぎるのを防ぐように修正されている．図の
レイアウトと表記は先行研究 [5], Figure 1から引用したものであり，結果の説明を明確化
するためわずかな修正を加えている．サンプル画像は AFHQデータセット [8]から引用さ
れた．

ことで逆伝播 (2) の計算コストを削減することに成功してい
る [12], [14], [19], [22]．特に，Fungらによる Jacobian Free Back-
propagation（JFB）は，(𝐼 − 𝐽 𝑓𝜽 (𝒛★))−1を単位行列で置き換える
ことで高速化を実現している．一方，Gengらは，計算が容易
な代理損失 1

2 ∥ 𝑓𝜽 (𝒛★) − 𝒛★∥2 の勾配，ファントム勾配を用いる
ことで高速化を達成した [14]．DEQの高速化という観点では，
我々のアプローチに最も近い先行研究はヤコビアン正則化 [6]
である．ヤコビアン正則化は，ヤコビ行列のノルム ∥𝐽 𝑓𝜽 (𝒛★)∥F

をバックワードパスにおける罰金項として用いることで学習
を安定させる．ヤコビアン正則化には理論的な収束保証はな
いものの，性能低下が最小限に抑えられるという実用上の利
点がある．不動点収束を安定化させ，少ない反復回数で高精
度を達成できるようにする手法だが，不動点収束を保証した
り加速したりするものではないことに注意されたい．
その他の関連する研究については，文献 [23]の Section 2と

Appendix Aを参照されたい．

3. 主 結 果
3. 1 記法と数学的準備
N を非負整数の集合とする．𝑛 ∈ N に対して，[𝑛] :=

{1, 2, . . . , 𝑛} と定義する．R𝑑 を内積 ⟨·, ·⟩ を備えた 𝑑 次元ユー
クリッド空間とし，これによりノルム ∥ · ∥が誘導される． 𝑓 ◦ 𝑔
を写像 𝑓 と 𝑔 の合成写像，すなわち ( 𝑓 ◦ 𝑔) (·) := 𝑓 (𝑔(·)) とす
る．ここで， 𝑓 𝑘 は写像 𝑓 を 𝑘 回適用することを表し， 𝑓 0は恒
等写像を表す．要素ごとの積（Hadamard積とも呼ばれる）を
表すために ⊙を使用する．

［定義 1］（𝐿-Lipschitz写像） 任意の 𝒙, 𝒚 ∈ R𝑑 に対して ∥ 𝑓 (𝒙) −
𝑓 (𝒚)∥ ≤ 𝐿 𝑓 ∥𝒙 − 𝒚∥ が成り立つとき，写像 𝑓 : R𝑑 → R𝑑 は 𝐿 𝑓 -
Lipschitz写像であるという．また，𝐿 𝑓 は写像 𝑓 の Lipschitz定
数と呼ぶ．
定義 1にあるように，写像 𝑓 の Lipschitz定数を 𝐿 𝑓 で表す．特
定の演算については，𝐿Conv や 𝐿ReLU などの簡略版を用いる．
以下の補題は，MDEQのフォワードパスにおける Lipschitz定
数を導出するために頻繁に使用される．
［補題 1］ 写像 𝑓 : R𝑑 → R𝑑 と写像 𝑔 : R𝑑 → R𝑑 は，それぞれ
𝐿 𝑓 -Lipschitz写像と 𝐿𝑔-Lipschitz写像であるとする．このとき，
写像 𝑓 + 𝑔は (𝐿 𝑓 + 𝐿𝑔)-Lipschitz写像である．また，写像 𝑓 ◦ 𝑔
は 𝐿 𝑓 𝐿𝑔-Lipschitz写像である．
まず，MDEQに登場する不動点写像 𝑓𝜽 の定義を明確化する．
MDEQでは，各解像度ごとに隠れ状態が定義され，これらは
並列処理されて互いに影響し合う．解像度の数を 𝑛 ∈ Nとし，
最高解像度と最低解像度における隠れ状態をそれぞれ 𝒛1 と 𝒛𝑛

で表す．入力画像は 𝒛1 にのみ直接入力され，他の隠れ状態は
間接的にのみ入力を受ける．ただし，隠れ状態 𝒛 := [𝒛1, . . . , 𝒛𝑛]
に対する 𝑓𝜽 の Lipschitz定数を検討しているため，入力の処理
は無視できることに注意されたい． 𝑓𝜽 は，式 (M1)の Residual
Block 𝑓 : 𝒛 ↦→ 𝒛，式 (M2)の Fusion Layer 𝑓 : 𝒛 ↦→ 𝒛，式 (M3)の
Post Fusion Layer 𝑓 : 𝒛 ↦→ 𝒛 の 3 つのブロックから構成される
（図 1参照）．なお， 𝑓𝜽 = 𝑓 ◦ 𝑓 ◦ 𝑓 である．これらを構成する
演算については，次の章で我々の修正とともに詳述する．

3. 2 Lipschitz MDEQのアーキテクチャ
この章では，MDEQに現れる各演算を検討し，その Lipschitz
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定数を導出する．次に，写像 𝑓𝜃 の Lipschitz定数が 1未満とな
るよう各演算を修正し，それによって Lipschitz MDEQを構築
する．各演算の Lipschitz定数は紹介にとどめ，その導出は文
献 [23]の Appendix Bに譲る．

a ) 正規化演算
MDEQは正規化演算にグループ正規化 (GN)[29]を採用して
おり，これはチャンネルのグループ内で特徴量を正規化する．
入力特徴量 𝒛 に対する標準的な GN演算は以下のように定義
される．

GN(𝒛)𝑖 = 𝛾
𝑧𝑖 − 𝜇𝒛√
𝜎2
𝒛 + 𝜖

+ 𝛽,

ここで，𝜇𝒛 ∈ R と 𝜎2
𝒛 ∈ R は平均と分散であり，𝛾, 𝛽 ∈ R は

学習可能なアフィンパラメータである．この演算の Lipschitz
定数は，𝐿GN ≤ |𝛾 |√

𝜖
である．𝜖 はゼロ除算を防ぐための非常に

小さい定数（10−5 など）であるため，分散がゼロに近づく最
悪の場合，Lipschitz 定数が過度に大きくなる可能性がある．
この Lipschitz定数の爆発の可能性は，不動点反復の安定性に
とって重大な問題となる．この問題を緩和するため，我々の
Lipschitz MDEQはより単純な正規化方式である平均グループ
正規化（MGN）を採用する．この演算は分散による除算を省
略し，平均を引くことでのみ特徴量を正規化する．

MGN(𝒛)𝑖 = 𝛾(𝑧𝑖 − 𝜇𝒛) + 𝛽.

この一見小さな変更は，Lipschitz定数に重大な影響を与える．
MGNの Lipschitz定数は 𝐿MGN ≤ |𝛾 |で与えられる．1/√𝜖 項を
除去することで，Lipschitz定数は学習可能パラメータ 𝛾 のみ
に直接依存するようになり，大幅に小さくなり，かつ制御し
やすい．𝛾 の上界 𝛾̄ を別の調整可能なハイパーパラメータと
して扱うことで，正規化演算の Lipschitz定数を完全に制御す
ることができる．実装において，学習可能パラメータ 𝛾 およ
び 𝛽の使用は任意である．MDEQの実装では，Residual Block
および Fusion Layerに現れる GN演算がこのオプションを利用
しており，Lipschitz MDEQもこの手法を採用している．これ
らを使用しない場合，𝛾 = 1と 𝛽 = 0が設定されるため，𝐿MGN

は常に 1となる．逆にこれらを使用する場合，𝛾̄を任意に決定
することで 𝐿MGN を制御できる．

b ) 活性化関数
MDEQ は活性化関数に ReLU 関数を採用している．ReLU
関数は入力ベクトル 𝒛 の各要素に対して施され，ReLU(𝒛)𝑖 :=
max{0, 𝑧𝑖} と定義される．この演算の Lipschitz 定数は明らか
に 1である．全体の Lipschitz定数をさらに小さく保つため，
我々の Lipschitz MDEQは Scaled-ReLU（SReLU）関数 [1]を採
用する．SReLUは SReLU(𝒛)𝑖 := max{0, 𝑎𝑧𝑖}と定義される．こ
こで 𝑎 ∈ (0, 1] はハイパーパラメータであり，Lipschitz定数は
𝐿SReLU = 𝑎となる．

c ) ドロップアウト
ドロップアウト演算 [25]は，過学習を抑制し汎化性能を向
上させるための重要な手法である．MDEQは変分ドロップア
ウト [13]を採用しており，Drop(𝒛) := 1

1−𝑝𝒎 ⊙ 𝒛で定義される．

ここで 𝑝 ∈ (0, 1) はドロップアウト率，𝒎 ∼ Bernoulli(𝑝) はマ
スクである．この操作の Lipschitz定数は 𝐿Drop = 1/(1 − 𝑝) で
ある．実装では，ドロップアウト率 𝑝は通常 0から 0.3の間の
小さな値であるため，ドロップアウト操作の Lipschitz定数が
過度に大きくなることはない．したがって，我々の Lipschitz
MDEQも変分ドロップアウトを採用する．

d ) 畳み込み演算
標準的な畳み込み層は，入力特徴量 𝒛 に対してアフィン変

換を実行する．この操作は Conv(𝒛) = 𝑊 𝒛 + 𝒃 と表すことがで
きる．ここで𝑊 は畳み込みカーネルから導出される線形演算
子であり，𝒃 はバイアス項である．この演算の Lipschitz定数
は 𝐿Conv = ∥𝑊 ∥2である．我々の Lipschitz MDEQでは，このス
ペクトルノルムを直接制御することで畳み込み層の Lipschitz
定数を調整する．具体的には，各最適化ステップ後に重みを
射影することで制約 ∥𝑊 ∥2 ≤ 𝑐を課す．ここで 𝑐 > 0は調整可
能なハイパーパラメータである．制約付きの畳み込み演算を
Conv★と表記し，したがって 𝐿Conv★ = 𝑐となる．

e ) 残 差 接 続
MDEQの Residual Blockでは，入力が単純に加算される残差

接続が採用されている．例えば ℎ(𝑥) = 𝑥 + 𝑔(𝑥)である．これは
文献 [16]で導入された極めて効果的なメカニズムである．し
かし，恒等写像の Lipschitz定数は 1であるため，補題 1によれ
ば 𝐿ℎ = 1 + 𝐿𝑔 となり，Lipschitz定数の全体的な増加に寄与す
る．これを緩和する最も単純なアプローチは，𝛼 ∈ (0, 1)に対す
る凸結合を用いることであり，例えば ℎ′ (𝑥) = (1 − 𝛼)𝑥 + 𝛼𝑔(𝑥)
となる．すると 𝐿ℎ′ = (1 − 𝛼) + 𝛼𝐿𝑔 となり，単純な残差接続
よりも小さい Lipschitz定数が得られる．したがって，Lipschitz
MDEQでは全ての残差接続を凸結合に変更し，係数のパラメー
タをハイパーパラメータとして扱う．式 (L1)にあるように，
Residual Block内の凸結合パラメータは 𝛼1 で表される．この
凸結合構造はハイウェイネットワーク [26], [27]で用いられて
おり，ゲート付き再帰ユニット（GRU）[9]や最近のゲート付
き線形 RNN[11], [15], [21]におけるゲート機構の基本形式とし
て広く採用されていることに留意されたい．

f ) ダウンサンプリング
MDEQの Fusion Layerにおいて，高解像度から低解像度へ隠

れ状態を渡す際，解像度の差に比例する畳み込み演算が適用
される（図 1の青矢印）．具体的には，ℎ1 (𝒛) := GN(CONV(𝒛))
および ℎ2 (𝒛) := ReLU(GN(CONV(𝒛))) とすると，演算 D𝑖, 𝑗 は
D𝑖, 𝑗 := ℎ1 ◦ ℎ𝑖− 𝑗−1

2 と定義される．したがって，この演算の Lip-
schitz定数は 𝐿

𝑖, 𝑗
Down = 𝐿ℎ1𝐿

𝑖− 𝑗−1
ℎ2

となり，活性化関数，正規化演
算，畳み込み演算の Lipschitz定数に依存する．我々の Lipschitz
MDEQは，その形式を変更せずにダウンサンプリング演算を
実装する．したがって，Lipschitz MDEQにおいてこの操作の
Lipschitz 定数は 𝐿

𝑖, 𝑗
Down = 𝐿MGN𝐿Conv★ (𝐿SReLU𝐿MGN𝐿Conv★)𝑖− 𝑗−1

となる．
g ) アップサンプリング
MDEQの Fusion Layerにおいて，低解像度から高解像度へ

隠れ状態を渡す際，足りない次元は最近傍補間法を用いて補
完される（図 1の黄色矢印）．この演算 U𝑖, 𝑗 は低解像度入力
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𝒛 𝑗 ∈ R𝐻×𝑊 を受け取り，高解像度出力 𝒛 𝑗→𝑖 ∈ R𝑠𝐻×𝑡𝑊 を生成
する．ここで 𝑠, 𝑡 ∈ Nはそれぞれ垂直方向と水平方向のスケー
ル係数である．MDEQでは，両方のスケール係数は 2level diffと
定義される．ここで level diffは隠れ状態のインデックス間の
差である．例えば，𝒛1 と 𝒛3 の間の level diffは 2である．この
演算の Lipschitz定数は 𝐿up =

√
𝑠𝑡，すなわち 2level diff である．

実装では解像度の数 𝑛 は 2 または 4 のいずれかであるため，
Lipschitz定数は最大で 23 = 8に達し，これが全体の Lipschitz
定数を爆発させる要因となりうる．Lipschitz MDEQもこの操
作を継承している．

h ) Fusion Layer
式 (M2)にあるように，MDEQの Fusion Layerにおいて，𝒛𝑖

はそれ自体 𝒛𝑖 と，ダウンサンプリングおよびアップサンプリ
ングを経た全ての 𝒛 𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗) の和である．しかし，特にアップ
サンプリング演算の Lipschitz定数は解像度のレベル差に依存
して大きくなる可能性があるため，単純に和をとると Fusion
Layerにおいて Lipschitz定数が爆発する恐れがある．したがっ
て，Lipschitz MDEQはまず，自身 𝒛𝑖 と他のアップサンプリン
グまたはダウンサンプリングされた解像度 𝒛 𝑗（𝑖 ≠ 𝑗）との間
で凸結合をとる．その後，アップサンプリングとダウンサンプ
リングに対して，重み付き平均を計算する．この際，level diff
が増加するにつれてより小さな重みを適用する．すなわち，

𝒛𝑖 = (1 − 𝛼2)𝒛𝑖 + 𝛼2

(∑
𝑗≠𝑖

𝑤𝑖 𝑗Fuse𝑖, 𝑗 (𝒛𝑖)
)
,

ここで 𝛼2 ∈ (0, 1)，Fuse𝑖, 𝑗 は 𝑗 < 𝑖 の場合 D𝑖, 𝑗， 𝑗 > 𝑖 の場合
U𝑖, 𝑗 であり，重み 𝑤𝑖 𝑗 はアップサンプリング演算の level diffに
比例するペナルティに対するソフトマックス関数を通じて動
的に計算される：

𝑤𝑖 𝑗 =
exp(−𝑝𝑖 𝑗 )∑
𝑘≠𝑖 exp(−𝑝𝑖𝑘)

,where 𝑝𝑖 𝑗 =


𝑗 − 𝑖 if 𝑗 > 𝑖

0 if 𝑗 < 𝑖
.

このメカニズムにより，level diff が大きく，Lipschitz 定数が
大きいアップサンプリング演算には，指数関数的に小さい重
みが割り当てられる．このように重み付き平均をとることで，
Fusion Layerの Lipschitz定数を抑制する．
以上で MDEQおよび Lipschitz MDEQを構成する全ての演
算の Lipschitz定数の導出が完了した．我々の目的はこれらの
演算で構成される全体の写像 𝑓𝜽 の Lipschitz定数を 1未満に抑
えることであった． 𝑓𝜽 の Lipschitz定数を導出していこう．

3. 3 Lipschitz MDEQの Lipschitz定数の導出
MDEQ の隠れ状態は，𝑛 個の特徴量からなるタプル 𝒛 =

[𝒛1, . . . , 𝒛𝑛] で構成される．ここで各 𝒛𝑖 は，𝑑𝑖 次元ユークリッ
ド空間 R𝑑𝑖 内のベクトルと見なすことができる．したがって，
全体の隠れ状態 𝒛は積空間Z = R𝑑1 × · · · ×R𝑑𝑛 に存在する．写
像 𝑓𝜽 は，隠れ状態の組 𝒛 ∈ Zを受け取り，𝒛 = 𝑓𝜽 (𝒛) ∈ Zを出
力する．我々は以下のように定義されるZ 上のノルムに対す
る写像 𝑓𝜽 の Lipschitz定数を導出する．

∥𝒛∥Z :=

√√
𝑛∑
𝑖=1

∥𝒛𝑖 ∥2
2,

ここで ∥ · ∥2はユークリッドノルムを表す．このノルムは，全
ての隠れ状態 𝒛𝑖 ∈ R𝑑𝑖 を連結して形成されるベクトルの 𝐿2 ノ
ルムと同値であり，ノルムの公理を自然に満たす．

a ) Residual Blockと Post Fusion Layerの Lipschitz定数
Residual Blockにおいて，写像 𝑓 : Z → Zは各解像度ブラン

チに対して独立に作用する．したがって，これを 𝑛個の写像
𝑓𝑖 : R𝑑𝑖 → R𝑑𝑖 に分解できる．入力 𝒛 = [𝒛1, . . . , 𝒛𝑛] に対して，
出力は単純に 𝑓 (𝒛) = [ 𝑓1 (𝒛1), . . . , 𝑓𝑛 (𝒛𝑛)] となる．これらの関
数は入力と出力の次元が異なるものの，それらを構成するモ
ジュールは同一であることに注意されたい．すなわち， 𝑓𝑖 は
任意の 𝑖 ∈ [𝑛] に対して同じ Lipschitz定数 𝐿̂を持ち，これを 𝐿̂

と表記する．すると，次の式が成り立つ．

∥ 𝑓 (𝒛) − 𝑓 (𝒛′)∥2
Z =

∑
𝑖∈[𝑛]

∥ 𝑓𝑖 (𝒛𝑖) − 𝑓𝑖 (𝒛′𝑖)∥2
2

≤
∑
𝑖∈[𝑛]

𝐿̂2∥𝒛𝑖 − 𝒛′𝑖 ∥2
2

= 𝐿̂2∥𝒛 − 𝒛′∥2
Z .

したがって， 𝑓 も同じ Lipschitz定数 𝐿̂ を持つ． 𝑓𝑖 の定義（式
(L1)を参照）と補題 1から，以下が示される．

𝐿̂ = (1 − 𝛼1)𝐿MGN𝐿SReLU + 𝛼1𝐿
3
MGN𝐿

2
Conv★𝐿

2
SReLU𝐿Drop. (5)

同様に，Post Fusion Layer 𝑓 における各ブランチの処理は完全
に独立しているため，各ブランチの処理を 𝑓𝑖 と表し，これら
に対する Lipschitz定数を 𝐿̄ とすると， 𝑓 に対する Lipschitz定
数も 𝐿̄ となる． 𝑓𝑖 の定義（式 (L3)を参照）から，次の式が成
り立つ．

𝐿̄ = 𝐿MGN𝐿Conv★𝐿SReLU. (6)

b ) Fusion Layerの Lipschitz定数
Fusion Layerでは隠れ状態が互いに影響し合うため，各ブラン
チの処理は独立していない．そこで，関数 𝑓𝑖 : Z → R𝑑𝑖 を定義
する．これは 𝑛個の隠れ状態の組 𝒛 ∈ Zを入力とし，単一の隠
れ状態 𝒛𝑖 ∈ R𝑑𝑖 を出力する．すなわち 𝑓 (𝒛) = [ 𝑓1 (𝒛), . . . , 𝑓𝑛 (𝒛)]
とする． 𝑓𝑖 が 𝐿̃𝑖-Lipschitz (𝑖 ∈ [𝑛]) であるとする．すなわち，
∥ 𝑓𝑖 (𝒛) − 𝑓𝑖 (𝒛′)∥2 ≤ 𝐿̃𝑖 ∥𝒛 − 𝒛′∥Z とする．すると，次の式が成り
立つ．

∥ 𝑓 (𝒛) − 𝑓 (𝒛′)∥2
Z =

∑
𝑖∈[𝑛]

∥ 𝑓𝑖 (𝒛) − 𝑓𝑖 (𝒛′)∥2
2

≤
∑
𝑖∈[𝑛]

𝐿̃2
𝑖 ∥𝒛 − 𝒛′∥2

Z .

したがって， 𝑓 は
√∑

𝑖∈[𝑛] 𝐿̃
2
𝑖 -Lipschitzである． 𝑓𝑖 の定義（式

(L2)を参照）から，次の式が成り立つ．

𝐿̃𝑖 =
√
(1 − 𝛼2)2 + 𝛼2

2

∑
𝑗≠𝑖

(𝑤𝑖 𝑗𝐿
𝑖, 𝑗
fuse)2. (7)

𝑓𝜽はこれら 3つのブロックの合成写像であるため，その Lipschitz
定数はそれらの積によって決定される．
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図 2 𝑓𝜽を構成する各ハイパーパラメータが Lipschitz定数 𝐿に及ぼす影響のグラフ．各グラフは，
他のパラメータを一定に保ちつつ，1つのパラメータのみを変化させてプロットしたもので
ある．固定パラメータは 𝛼1 = 0.5, 𝛼2 = 0.3, 𝐿Conv★ = 1.5, 𝐿MGN = 1.0, 𝐿SReLU = 0.4, 𝑛 = 4,
および 𝑝 = 0.3に設定されている．固定パラメータの値を変更するとプロットも変化する
ことに注意されたい．

𝐿 = 𝐿̂

√ ∑
𝑖∈[𝑛]

𝐿̃2
𝑖 𝐿̄, (8)

ここで，𝐿̂, 𝐿̄, 𝐿̃𝑖 はそれぞれ式 (5),式 (6),式 (7)で定義される．
c ) 各ハイパーパラメータの感度
フォワードパスの Lipschitz定数は，式 (8)で与えられるよう
に， 𝑓𝜽 を構成する各演算の Lipschitz定数によって決定され，
各演算の Lipschitz定数はハイパーパラメータである．具体的
には，2つの凸結合パラメータ 𝛼1 と 𝛼2，畳み込み演算におけ
るノルムの上限 𝐿Conv★ = 𝑐，正規化演算におけるアフィンパ
ラメータ 𝐿MGN = 𝛾̄，活性化関数の傾き 𝐿SReLU = 𝑎，解像度の
数 𝑛，ドロップアウト率 𝑝によって決定される．図 2は，各パ
ラメータがフォワードパス全体における Lipschitz定数 𝐿 に与
える影響の大きさを示している．影響の大きさは 𝐿 に現れる
各演算の Lipschitz定数の次数に依存し，特に 𝐿SReLU，𝐿MGN，
𝐿Conv★ が 𝐿 に強く影響を与えることがわかる．さらに，特に
これらの値が大きい場合，小さな凸結合パラメータ 𝛼1, 𝛼2 が
𝐿 を小さく保つ上で重要な役割を果たす．例えば，𝐿SReLU =

0.35, 𝐿Conv★ = 2.0, 𝐿MGN = 1.0, 𝛼1 = 0.5, 𝛼2 = 0.3, 𝑛 = 4, 𝑝 = 0.3
の場合，フォワードパスの Lipschitz定数は 𝐿 = 0.86となり，
縮小性を満たす．

3. 4 バックワードパスにおける副次的効果
我々はモデル構造を再構築し，フォワードパス（式 1）に現れ
る不動点写像 𝑓𝜽 を縮小写像とした．すなわち，Lipschitz定数
𝐿 = sup𝒛∈Z ∥𝐽 𝑓𝜽 (𝒛)∥2 が 1未満となることを保証した．ここで
𝐽 𝑓𝜽 は 𝑓𝜽 のヤコビ行列である．これによりフォワードパスにお
ける不動点収束が保証され，フォワードパスの高速化も期待さ
れる．一方，バックワードパスにおいても有益な効果が見られ
る．バックワードパス（式 4）に登場する不動点写像の Lipschitz
定数は，∥𝐽 𝑓𝜽 (𝒛★)∥2である．ここで，𝒛★ ∈ Zはフォワードパス
で得られた不動点である．また，∥𝐽 𝑓𝜽 (𝒛★)∥2 ≤ sup𝒛∈Z ∥𝐽 𝑓𝜽 (𝒛)∥2

であるため，バックワードパスの Lipschitz定数は常にフォワー
ドパスのそれよりも小さい．したがって，フォワードパスに
おける Lipschitz定数を 1未満に強制することは，バックワー
ドパスにおける Lipschitz定数も 1未満に抑制することを意味
する．これによりバックワードパスにおいても不動点収束が
保証され，バックワードパスの高速化も期待される．

4. 数 値 実 験
全ての実験において，Lipschitz 定数 𝐿 は 𝐿MGN = 1.0，

𝐿Conv★ = 2.0，𝛼1 = 0.5，𝛼2 = 0.3， 𝑛 = 4，𝑝 = 0.3 を固定
し，𝐿SReLU = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0} を変化
させた．具体的には，𝐿SReLU = {0.1, 0.4, 1.0}の場合，それぞれ
𝐿 = {0.03, 1.0, 14.43}が得られる．

a ) 不動点収束の比較
Lipschitz MDEQでは，フォワードパスにおける Lipschitz定
数を 1未満に強制することで，一意の不動点の存在が保証さ
れる．図 3 は CIFAR-10 分類における不動点収束を示してい
る．不動点反復回数はフォワードパスで 18回，バックワード
パスで 20 回に固定した．不動点収束の評価指標は相対残差
∥ 𝑓𝜽 (𝒛; 𝒙) − 𝒛∥/∥ 𝑓𝜽 (𝒛; 𝒙)∥である．訓練全体で Lipschitz MDEQは
圧倒的な不動点収束を達成し，理論的に収束が保証されない
場合（すなわち 𝐿 ≥ 1）でも既存手法よりも優れた収束性を示
した．
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図 3 訓練時のフォーワードパスとバックワードパスにおける不動点
収束の比較

b ) 画像分類タスクにおける高速化
表 1は，CIFAR-10分類におけるMDEQと複数の高速化手法，

および我々の Lipschitz MDEQの結果をまとめたものである．全
ての不動点反復の評価指標には相対残差 ∥ 𝑓𝜽 (𝒛; 𝒙)−𝒛∥/∥ 𝑓𝜽 (𝒛; 𝒙)∥
を使用し，閾値は 1e-3とした．最大反復回数はフォワードパ
スで 18，バックワードパスで 20に設定した．訓練時および
テスト時のフォワードパス，ならびに訓練時のバックワード
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表 1 CIFAR-10における MDEQの各種高速化手法の比較．精度（Acc），訓練と推論を合わせ
た全ての計算時間の高速化度合い（Speed-Up），不動点反復の平均回数（NFE），および
フォワード・バックワードパスの実行時間を報告する．各列の最良の結果は太字で強
調表示している．JR: ヤコビアン正則化 [6]; PG: ファントム勾配 [14]; JFB: Jacobian Free
Backpropagation [12]．†：最大反復回数が 7および 8に設定されているのは JRのみ．

Model and method Size Speed-up Acc.
Train forward Train backward Test forward

NFEs Time (ms) NFEs Time (ms) NFEs Time (ms)

MDEQ 10M 1.0× 93.23 17.9 217 20 291 18.0 63.9
MDEQ + JR 10M 2.22× 91.86 7.0† 74.8 8.0† 97.8 7.0† 39.2
MDEQ + PG 10M 1.41× 92.92 15.6 220 – 87.6 18.0 63.9
MDEQ + JFB 10M 2.84× 88.13 12.3 142 – 30.6 11.3 44.3
Lipschitz MDEQ (𝐿 = 14.43) 10M 1.28× 93.73 16.0 187 19.9 193 15.5 54.1
Lipschitz MDEQ (𝐿 = 1.0) 10M 3.33× 91.44 5.4 75.7 2.9 52.9 4.8 22.6
Lipschitz MDEQ (𝐿 = 0.03) 10M 4.75× 90.47 2.0 44.0 2.0 42.1 2.0 13.3

Lipschitz MDEQ (𝐿 = 14.43) + JFB 10M 3.66× 88.66 7.6 90.18 - 24.63 7.11 26.51
Lipschitz MDEQ (𝐿 = 1.0) + JFB 10M 4.98× 87.53 4.2 55.34 - 24.64 4.0 17.57
Lipschitz MDEQ (𝐿 = 0.03) + JFB 10M 6.43× 87.26 2.0 34.98 - 24.67 2.0 11.3

パスのいずれにおいても，Lipschitz MDEQは既存手法よりも
高速な不動点収束を達成し，実行時間を短縮できた．ただし，
Lipschitz定数の制約が厳しくなるほどテスト精度が低下する傾
向が見られた．さらに理論上，Lipschitz定数が小さいほど JFB
の効果は高まる．そこで，表 1では JFBと Lipschitz MDEQの
併用結果も報告する．この組み合わせによりさらなる速度向
上が実現されるが，JFBなしの Lipschitz MDEQと比較すると
精度の悪化がより顕著である．

c ) 精度と実行時間のトレードオフ
図 4は，Lipschitz定数を変化させた場合の精度と速度をプ
ロットしたものである．Lipschitz定数を制御することで精度
と速度のトレードオフを管理できることが分かる．さらに，理
論保証が得られない場合（𝐿 ≥ 1）でも，既存手法と同等以上
の十分な高速化を達成した．加えて，理論保証なしに Lipschitz
定数を大きく設定することで，Lipschitz MDEQはMDEQと同
等以上のテスト精度を達成するとともに，わずかな速度向上
も実現している．
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図 4 Lipschitz MDEQにおける精度と速度のトレードオフ．収束が保
証される領域 𝐿 < 1は緑色で塗りつぶされている．

5. ま と め
本稿では，MDEQ の改良アーキテクチャである Lipschitz

MDEQを紹介した．このモデルでは，フォワードパスにおけ
る不動点写像の Lipschitz定数をユーザーが自由に決定可能で
あり，写像を縮小写像にすることで不動点収束を保証する．こ
れによりフォワードパスにおける不動点収束が劇的に改善され
る．さらに，バックワードパスにおける不動点写像の Lipschitz
定数はフォワードパスよりも小さいため，不動点収束の高速
化効果はバックワードにも波及する．結果として，提案アー
キテクチャは精度がわずかに低下する代わりに，既存モデル
や高速化手法と比較して訓練と推論に必要な時間を劇的に短
縮できることを実証した．
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