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背景：関数の平滑化
関数 を、⼤きさ のノイズで平滑化した関数は、

<latexit sha1_base64="cD0kzzIIjru3HvtJMUCFmjdQIZk=">AAADRXichVFLaxRBEK4ZXzE+supF0MPgsiELZukRiRIQgiLoRfJwk8D2MvTM9uw26Xk407sYm/4Dnrx58KTgQfwZHvTmyUN+goinhHgRtOYBoiGxh+n++qv6qqqr/FSKXBGyY9nHjp84eWrq9PSZs+fOzzQuXFzPk3EW8G6QyCTb9FnOpYh5Vwkl+WaacRb5km/4W/cK+8aEZ7lI4sdqO+X9iA1jEYqAKaS8xgs6YkqHxtN0wKViZo76kX5q2s7iHYdGTI18X98vzEiPjUNzEVV8wKR+ZKjkoSo1xFx3aJixQLtG0/xJpvTAmIfewKGZGI5UG8WFc y+sU8xXGavA7dqr7zWapEPK5RwEbg2aUK/lpPEZKAwggQDGEAGHGBRiCQxy/HrgAoEUuT5o5DJEorRzMDCN2jF6cfRgyG7hPsRbr2ZjvBcx81IdYBaJf4ZKB1rkC3lHdskn8p58JT8PjaXLGEUt23j6lZan3szzy2s//quK8FQw+qM6QuGj9+FvKiJKREX9oowZlZ04ugsKQrhdvl5gN9KSKfoSVBVNnr3cXVtcbelZ8oZ8w468JjvkA/YknuwFb1f46iscqPvv+A6C9Rsdd6GzsHKzuXS3Hu0UXIFrMIfzuwVL8ACWoYtZ962rVsuatT/a3+09e79yta1acwn+Wvav3zBC1DA=</latexit>

f̂�(x) := E
u⇠N

⇣
0, 1p

d
Id

⌘ [f(x� �u)]
ノイズスケール

(平滑化の度合い)平均 ,
分散

の正規分布

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R

<latexit sha1_base64="RlLXT1DvVmgeihIaZyZiB+CaM9M="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="VI0VLkhhMQQg235fCRtoliKSS0s="></latexit>

1p
d
Id

確率変数
<latexit sha1_base64="0IBzxLNhLr9/FT1r43j1xO5O6dk="></latexit>

u 2 Rd

<latexit sha1_base64="Of/5OMPyy4xNL0ChZGVsokXbdvk="></latexit>

� 2 R



背景：関数の平滑化

<latexit sha1_base64="CbOjFUEB05aDz4p8/JrjLdj8gqQ="></latexit>

f(x) = x2 � 10 cos(2⇡x) + 10

▷1変数のRastriginʼs 関数

▷⽬的関数の平滑化
<latexit sha1_base64="cD0kzzIIjru3HvtJMUCFmjdQIZk="></latexit>

f̂�(x) := E
u⇠N

⇣
0, 1p

d
Id

⌘ [f(x� �u)]



背景：機械学習（画像分類）
⼊⼒ 出⼒関数 <latexit sha1_base64="XpuLKPDce+sDuqI3Fz6LXv2NWS8="></latexit>

yi 2 R
正解

誤差

猫:2⽝:3
Deep Neural Network

<latexit sha1_base64="wryWMBmGSI5p1Zo8mT3H21CU8NI="></latexit>

(i = 1, 2, · · · , N)

変数:   
<latexit sha1_base64="oenjzpsAZps3Yp1v+LQv/F6vhIA="></latexit>

zi 2 Rd

<latexit sha1_base64="FtCADJKwVGSP+WpyrQQ7WtPILwY="></latexit>

g : Rd ! R
<latexit sha1_base64="WCRiDYlAr8YkkO9uJS3y0unoA9M="></latexit>

x 2 RD,

zi 2 Rd

誤差の平均

<latexit sha1_base64="61fpbZg31TIR729m/g3BrYADYj8="></latexit>

g(x, zi) 2 R

<latexit sha1_base64="YZL25HYVsRgGlQJKmuPK8t/R75I="></latexit>

|g(x, zi)� yi|

関数 を最適化する
<latexit sha1_base64="TMU3g9zChjq1IkjgiPM1Dnmhhuo="></latexit>

f(x)

<latexit sha1_base64="aSEtfh010F6grNRS63An8K40m4g="></latexit>

f(x) :=
1

N

NX

i=1

|g(x, zi)� yi|
<latexit sha1_base64="bhg5iwuqsLJJDbkLuZtxkAcn9e4="></latexit>

d = 512⇥ 512⇥ 3

N = 3000000
<latexit sha1_base64="X56ZGP+Zp/GA1b83b9F38TMPUvo="></latexit>

D = 20万〜
<latexit sha1_base64="mOELOLkAKeULJNbrNM7yQZgbYnE="></latexit>

5兆
データセット



背景：連続最適化
▷最急降下法 (Gradient Descent)

▷確率的勾配降下法 (Stochastic Gradient Descent, SGD)

バッチサイズ
確率的勾配

ランダムに選ばれた 個の確率的勾配の平均で代⽤(ex. b=32, 1024)
<latexit sha1_base64="Ef6fzd/ifetEybWuW8VLbJKEQXQ="></latexit>

b

ミニバッチ
確率的勾配

<latexit sha1_base64="jRdQnHrkT4Okzt8jgj798Zk1zH8="></latexit>

dt := �rfSt(xt) = �1

b

bX

i=1

G⇠t,i(xt)

全勾配
<latexit sha1_base64="K9pd0ktCZlD2AYyOTyqF0OjvlDM="></latexit>

dt := �rf(xt)

xt+1 := xt + ⌘tdt



背景：連続最適化
▷確率的勾配降下法 (Stochastic Gradient Descent, SGD)

▷慣性項付き確率的勾配降下法 (SGD with momentum)

ただし、 とする。
▷SGDよりも収束が速く、しかも汎化性能も優れる。

<latexit sha1_base64="uKAYAFWsvjiRoGHLNQq53TCJOCg="></latexit>

xt+1 := xt � ⌘trfSt(xt)

<latexit sha1_base64="chO9/xHLpmMdl619ZEw/syAf+p8="></latexit>

mt := rfSt(xt) + �mt�1

xt+1 := xt � ⌘tmt 慣性係数
<latexit sha1_base64="ePwbcLyDzzn2ro4rCc4xvnzFsac="></latexit>

� 2 [0, 1),m�1 = 0



背景：機械学習における汎化能⼒
▷学習が完了したモデルが、訓練データ以外の⼊⼒に対しても

正しく分類できることを『汎化性に優れる』という。

関数

Deep Neural Network

変数:   

<latexit sha1_base64="FtCADJKwVGSP+WpyrQQ7WtPILwY="></latexit>

g : Rd ! R
<latexit sha1_base64="WCRiDYlAr8YkkO9uJS3y0unoA9M="></latexit>

x 2 RD,

zi 2 Rd

訓練に使われたデータ
猫

訓練に使われていないデータ

訓練済み
＝パラメータ調整済

これも猫！

経験損失: 0.001
訓練精度: 99.9%

テスト精度: 75%
↑これが汎化性能！



背景：SGDの確率的ノイズと平滑化
▷⾮凸関数の最適化において，確率的勾配降下法(SGD)は、

なぜか最急降下法(GD)よりも汎化性の⾼い解に収束する。
▷SGDの確率的ノイズが役⽴っている？[1]

[1] R. Kleinberg et al.  “An Alternative View: When Does SGD Escape Local Minima?” 
In Proceedings of the 35th International Conference on Machine Learning, pp2703-2712, 2018  

<latexit sha1_base64="DYMhrf17b3y6sNoxV/d0/4znrPw="></latexit>xt+1

<latexit sha1_base64="9aF7Psmw9kj9tzx7/igjF1a0b4E="></latexit>yt
<latexit sha1_base64="1pfTEW0sIWPjQ65VdDP3Nnyyyok="></latexit>⌘!t

SGDの
確率的ノイズ

<latexit sha1_base64="hXDfYnj1PJEyvdhCCx2/yhkMU9c="></latexit>

(GD) yt := xt � ⌘rf(xt)

(SGD) xt+1 := xt � ⌘rfSt(xt)

GDの探索⽅向
（最急降下⽅向）

SGDの探索⽅向

<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt

<latexit sha1_base64="hs9BkZOESBBRABvAeF44u5LHEWQ="></latexit>

�⌘rfSt(xt)

<latexit sha1_base64="c5ecUIm4EssEog1TMWcSb+OTxBo="></latexit>

�⌘rf(xt)

<latexit sha1_base64="fm6tfXw5W7QtAGCkKw1x7Dc39rI="></latexit>

!SGD
t := rfSt(xt)�rf(xt)汎化性の悪い

近傍が急峻な
局所的最適解



背景：SGDの確率的ノイズと平滑化

[1] R. Kleinberg et al.  “An Alternative View: When Does SGD Escape Local Minima?” 
In Proceedings of the 35th International Conference on Machine Learning, pp2703-2712, 2018  

(確率的ノイズ) とすると、次の式が成り⽴つ。

▷ʻʻ関数 をSGDで最適化すること”と、ʻʻ関数 を最急降下
法で最適化すること”は、期待値の意味では等価であると⾔える。

<latexit sha1_base64="07nNOISiMltUkW1umO7pzYbx+RQ="></latexit>

f̂(yt)
<latexit sha1_base64="9VKdvB+VAI4MoFlF66/UT0lyxac="></latexit>

f(xt)

▷⽬的関数の平滑化

▷ある程度平滑化された関数が、最急降下法で最適化されていると
みなせる。

<latexit sha1_base64="hXDfYnj1PJEyvdhCCx2/yhkMU9c="></latexit>

(GD) yt := xt � ⌘rf(xt)

(SGD) xt+1 := xt � ⌘rfSt(xt)
<latexit sha1_base64="cD0kzzIIjru3HvtJMUCFmjdQIZk="></latexit>

f̂�(x) := E
u⇠N

⇣
0, 1p

d
Id

⌘ [f(x� �u)]

<latexit sha1_base64="fm6tfXw5W7QtAGCkKw1x7Dc39rI="></latexit>

!SGD
t := rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="vw+BKy/wrvGeb0P7qJY9JqD6p4M="></latexit>

E!SGD
t

[yt+1] = E!SGD
t

[yt]� ⌘rE!SGD
t

[f(yt � ⌘!t)]
| {z }

=:f̂(yt)



▷ と補題A.1から、

が成り⽴つ。したがって、

が成り⽴つ。

<latexit sha1_base64="yVv4j5kGiQ8HL2RNrD7/Cd68zpA="></latexit>

E!SGD
t

[yt+1] = E!SGD
t

[yt]� ⌘rE!SGD
t

[f(yt � ⌘!SGD
t )]

= E!SGD
t

[yt]� ⌘rE
ut⇠N

⇣
0; 1p

d
Id

⌘

"
f

 
yt � ⌘

r
C2

SGD

b
ut

!#

= E!SGD
t

[yt]� ⌘rf̂
⌘

r
C2
SGD
b

(yt)

背景：SGDの平滑化特性
補題A.1

⼤きさ のノイズで平滑化された関数

[2] N.Sato and H. Iiduka “Using Stochastic Gradient 
Descent to Smooth Nonconvex Functions: Analysis 
of Implicit Graduated Optimization with Optimal 
Noise Scheduling”, arXiv2311.08745 (2023)

<latexit sha1_base64="alTqUuUbDoJk73e4WykTcC82VKg="></latexit>

�SGD = ⌘

r
C2

SGD

b
<latexit sha1_base64="WigDyo8ALdlIhn0vAUavi9+GmQU="></latexit>

⌘CSGD/
p
b

<latexit sha1_base64="aXJ6t2OAWnGSVNllcgvAmcNjviE="></latexit>

!SGD
t =

r
C2

SGD

b
ut

✓
ut ⇠ N

✓
0;

1p
d
Id

◆◆

▷⽬的関数の平滑化
<latexit sha1_base64="cD0kzzIIjru3HvtJMUCFmjdQIZk="></latexit>

f̂�(x) := E
u⇠N

⇣
0, 1p

d
Id

⌘ [f(x� �u)]
<latexit sha1_base64="3PGfh1H7i7cwufoB0Y/FJ7xpo7s="></latexit>

E⇠t

h
krfSt(xt)�rf(xt)k2

i


C2
opt

b
<latexit sha1_base64="fm6tfXw5W7QtAGCkKw1x7Dc39rI="></latexit>

!SGD
t := rfSt(xt)�rf(xt)



背景：

SGDで最適化される⽬的関数

GDで最適化されると
みなせる⽬的関数

ほぼ消滅した
局所的最適解たち

SGDの確率的ノイズによる
暗黙的な⽬的関数の平滑化

<latexit sha1_base64="alTqUuUbDoJk73e4WykTcC82VKg="></latexit>

�SGD = ⌘

r
C2

SGD

b
確率的ノイズの⼤きさ

＝平滑化の度合い



▷慣性項は確率的ノイズを削減しているはず。

▷⼗分な⼤きさの確率的ノイズが⾼い汎化性をもたらすはず。
▷しかし、Momentumの⽅がSGDよりも⾼い汎化性をもたらす。

背景：慣性項と確率的ノイズの⽭盾

<latexit sha1_base64="chO9/xHLpmMdl619ZEw/syAf+p8="></latexit>

mt := rfSt(xt) + �mt�1

xt+1 := xt � ⌘tmt

▷SGD

▷Momentum

<latexit sha1_base64="uKAYAFWsvjiRoGHLNQq53TCJOCg="></latexit>

xt+1 := xt � ⌘trfSt(xt)



動機
▷慣性項と確率的ノイズの間にある⽭盾を解決したい。

<⽅針>
▷SGDの確率的ノイズによる⽬的関数の平滑化の議論を

SGD with momentumに拡張する。
▷慣性係数 が平滑化の度合いにどのように現れるかを確認する。
▷数値実験で理論を検証する。

<latexit sha1_base64="gWltOFTFJswkQwIjO1dX4pelRVk="></latexit>

�



貢献
▷SGD with momentumの確率的ノイズによる平滑化の度合いは、

で表せることを⽰した。ただし、 は学習率、 はバッチサイズ、
は慣性係数、 は確率的勾配の分散とする。

▷なぜ、いつ、慣性項が汎化性能を向上させるか明らかにした。
▷慣性項と確率的ノイズの間にある⽭盾を解決した。

すなわち、「慣性項によって削減される確率的ノイズ」と、
「汎化性能に寄与する確率的ノイズ」が別物であることを⽰した。

<latexit sha1_base64="ghpzZViTK2q06BjVvCAhQBnP540="></latexit>⌘ <latexit sha1_base64="cVLxXaymfOA3jFj2Cjk07ILZ/9U="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="2a28jcqbUWhHpXFhXANmUsXG73s="></latexit>

C2

<latexit sha1_base64="eyAUDxqoaoRC2+1XGJY9qs33S0E="></latexit>

�SHB = ⌘

r⇣
1 + �̂

⌘ C2

SHB

b
+ �̂K2

SHB
, �NSHB = ⌘

s
1

1� �

C2

NSHB

b

<latexit sha1_base64="gWltOFTFJswkQwIjO1dX4pelRVk="></latexit>

�



準備：最適化問題
経験損失最⼩化問題
▷訓練データセット
▷Deep Neural Network のパラメータ

▷⾮凸⽬的関数 を最適化する。

<latexit sha1_base64="JjUpo+bHCnLiMHXVw+BRdyJk0nI="></latexit>

S := (z1, z2, · · · , zn)
<latexit sha1_base64="sigOLdg1L1odtMRAf+fnXvujgPs="></latexit>

x 2 Rd

<latexit sha1_base64="oZW41qLYGtTw/3oSlJlZIfcRJ1g="></latexit>

min
x2Rd

f(x;S) =
1

n

nX

i=1

l(x; zi) =
1

n

nX

i=1

li(x)

<latexit sha1_base64="YBm5+bSL2cUk1Pr3rYY3be/Fgvk="></latexit>

i番⽬の訓練データ に対する損失関数
<latexit sha1_base64="IVfXoE5HVWDBh9KZ4js04PVivt4="></latexit>zi

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R



準備：仮定
仮定
(A1)関数 は連続的微分可能で、 -リプシッツ関数とする。

(A2) を最適化⼿法によって⽣成された点列とするとき、
(i)任意の に対して、次の式が成り⽴つとする。

(ii)次の式を満たす⾮負定数 が存在するとする。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="cAtzUM0Wjjcvjj1Lul1TsmovgCg="></latexit>

Lf
<latexit sha1_base64="MDJQv0Hs5YemPuAvW1F8/m72Qt0="></latexit>

8x,y 2 Rd : |f(x)� f(y)|  Lfkx� yk
<latexit sha1_base64="HgR+JsV3e4HnMZIZJYx1+UoNxjI="></latexit>

(xt)t2N ⇢ Rd
<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N
<latexit sha1_base64="4CmUeTe7qEjCDRazhMyIMAhKwRY="></latexit>

E⇠t [G⇠t(xt)] = rf(xt)

←各最適化⼿法の
確率的勾配の分散

<latexit sha1_base64="4SVN1i3e7UEh/726wy9fUpMekP0="></latexit>

C2
opt

<latexit sha1_base64="oZ3TJA3/T+5VjhCYXd9hjTgpZ3I="></latexit>

E⇠t

h
kG⇠t(xt)�rf(xt)k2

i
 C2

opt

最適化⼿法に依存する



準備：仮定
仮定続き
(A3) 時刻 で、全勾配 はミニバッチ で次のように近似

されるとする。

<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N <latexit sha1_base64="XO+pj2R1sNLr/5YmF08pYtWIqDI="></latexit>

rf
<latexit sha1_base64="v48fakHtoEORl4DHrQMatAG09Yc="></latexit>

St

<latexit sha1_base64="SNFiBWNBR89y1eulDCtdY3cNQUM="></latexit>

rfSt(xt) :=
1

b

X

i2[b]

G⇠t,i(xt) =
1

b

X

{i : zi2St}

rli(xt)

ミニバッチ
確率的勾配 確率的勾配

(A4) 任意の で、それぞれの最適化⼿法に対して、次の式を
満たす正の定数 が存在するとする。

<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N
<latexit sha1_base64="DbSQP1+nwLLKFscwGzZUssdxFpw="></latexit>

Kopt
<latexit sha1_base64="w5ZkWuDNWTVfypHWUNMd22XzgYw="></latexit>

E
h
krf(xt)k2

i
 K2

opt



準備：アルゴリズム
▷凸結合をとらない
▷あまり理論解析されない
▷数値実験でよく利⽤される

▷PyTorchやTensorFlowが
提供するSGD with momentum

▷凸結合をとる
▷よく理論解析される
▷数値実験で利⽤されない

[3] I. Gitman, H. Lang, P. Zhang, and L. Xiao, 
“Understanding the role of momentum in stochastic 
gradient methods,” in Advances in Neural Information 
Processing Systems, vol. 32, 2019, pp. 9630–9640. 



勾配ノイズ（従来の確率的ノイズ）
<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt SGDSHB SGDの

勾配ノイズ

SHBの
勾配ノイズ

NSHBの
勾配ノイズ

<latexit sha1_base64="alm6kK399D307Z1NLtqtSLwoMbo="></latexit>

rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="alm6kK399D307Z1NLtqtSLwoMbo="></latexit>

rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="alm6kK399D307Z1NLtqtSLwoMbo="></latexit>

rfSt(xt)�rf(xt)

補題A.1. 仮定(A2)(ii)と(A3)の下で、任意の時刻 に対して、次が成り⽴つ。<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N
<latexit sha1_base64="3PGfh1H7i7cwufoB0Y/FJ7xpo7s="></latexit>

E⇠t

h
krfSt(xt)�rf(xt)k2

i


C2
opt

b

<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt

NSHB
<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt

<latexit sha1_base64="DYMhrf17b3y6sNoxV/d0/4znrPw="></latexit>xt+1

∴勾配ノイズ＝確率的勾配の分散



探索⽅向ノイズ
SGDの

探索⽅向ノイズ
GDの探索⽅向SGDの探索⽅向

<latexit sha1_base64="fm6tfXw5W7QtAGCkKw1x7Dc39rI="></latexit>

!SGD
t := rfSt(xt)�rf(xt)

SHBの
探索⽅向ノイズ

SHB
の探索⽅向

GDの探索⽅向

<latexit sha1_base64="fNanj7hHTqz+fKotzlYFA/w0CG0="></latexit>

!SHB

t := mt �rf(xt)

<latexit sha1_base64="iZP61KDb99DVDZqWEb+utIK52rU="></latexit>

!NSHB

t := dt �rf(xt)
NSHBの

探索⽅向ノイズ
GDの探索⽅向NSHB

の探索⽅向

<latexit sha1_base64="jQdvSXvk685Ca6SQQmmEbsE0MHA="></latexit>

E
⇥��!SHB

t

��⇤ 

s
C2

SHB

b
+

�(�2 � � + 1)

(1� �)2

✓
C2

SHB

b
+K2

SHB

◆
, E

⇥��!NSHB

t

��⇤ 

s
1

1� �

C2

NSHB

b

定理3.1. 仮定(A2)(ii),(A3),(A4)の下で、任意の時刻 に対して、次が成り⽴つ。<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N

<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt SGDSHB <latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt

NSHB
<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt

<latexit sha1_base64="DYMhrf17b3y6sNoxV/d0/4znrPw="></latexit>xt+1

<latexit sha1_base64="DYMhrf17b3y6sNoxV/d0/4znrPw="></latexit>xt+1

<latexit sha1_base64="DYMhrf17b3y6sNoxV/d0/4znrPw="></latexit>xt+1



SHBの探索⽅向ノイズと平滑化

探索⽅向ノイズ とすると、次の式が成り⽴つ。

▷ʻʻ関数 をSHBで最適化すること”と、ʻʻ関数 を最急降下法
で最適化すること”は、期待値の意味では等価であると⾔える。

<latexit sha1_base64="07nNOISiMltUkW1umO7pzYbx+RQ="></latexit>

f̂(yt)
<latexit sha1_base64="9VKdvB+VAI4MoFlF66/UT0lyxac="></latexit>

f(xt)

▷⽬的関数の平滑化

▷ある程度平滑化された関数が、最急降下法で最適化されていると
みなせる。

<latexit sha1_base64="cD0kzzIIjru3HvtJMUCFmjdQIZk="></latexit>

f̂�(x) := E
u⇠N

⇣
0, 1p

d
Id

⌘ [f(x� �u)]

<latexit sha1_base64="Gj8Ixj17CFy7BTknmJz+U7DUWfw="></latexit>

(GD) yt := xt � ⌘rf(xt)

(SHB) xt+1 := xt � ⌘mt
<latexit sha1_base64="fNanj7hHTqz+fKotzlYFA/w0CG0="></latexit>

!SHB

t := mt �rf(xt)
<latexit sha1_base64="tbAoiraJgMS6BpK2YxUtiyPtY+8=">AAADmniclVHNThRBEK5hRBFRVrmY6GHiBgMxbnqMQUJCQtaYYLgAywLJzjjpbnp3J8yfM70bl06/gC/gwZMmHoyP4cWbJw88gAfCERMvHqyZHfGHgFqTmaqu+r5vqqtYEviZJGTfGDHPjZ6/MHZx/NLE5SuTlavX </latexit>

E!SHB

t
[yt+1] = E!SHB

t
[yt]� ⌘rE!SHB

t
[f(yt � ⌘!t)]

| {z }
=:f̂(yt)



SHBの平滑化特性
定理3.1

▷定理3.1から、

が成り⽴つ。したがって、

が成り⽴つ。

<latexit sha1_base64="vxVsdvwrwEpE+3xu1kayQL2MwrA="></latexit>✓
ut ⇠ N

✓
0;

1p
d
Id

◆◆

⼤きさ のノイズで
平滑化された関数

<latexit sha1_base64="oKOzgnDg+yg2wTXXIISLxJBSBsc="></latexit>

⌘A

<latexit sha1_base64="IH3U501exHuZ2Ao0hC9DX36neA4="> Uo4vxuwBKswCrUwE4vpx+no7TMXMwsZCqZ5aE0nRoxF+DAytz/CetVUQc=</latexit>

E!SHB

t
[yt+1] = E!SHB

t
[yt]� ⌘rE!SHB

t
[f(yt � ⌘!SHB

t )]

= E!SHB

t
[yt]� ⌘rE

ut⇠N
⇣
0; 1p

d
Id

⌘[f(yt � ⌘Aut)]

= E!SHB

t
[yt]� ⌘rf̂⌘A(yt)

<latexit sha1_base64="uyrnFTBahci6laDR5Hf3zKnwXH8="></latexit>

E
⇥��!SHB

t

��⇤ 

s✓
1 +

�(�2 � � + 1)

(1� �)2

◆
C2

SHB

b
+

�(�2 � � + 1)

(1� �)2
K2

SHB
=: A

<latexit sha1_base64="XJciIOKLFqLRzmwgtN2E4hOF6oQ="></latexit>

!SHB

t =

s✓
1 +

�(�2 � � + 1)

(1� �)2

◆
C2

SHB

b
+

�(�2 � � + 1)

(1� �)2
K2

SHB
ut = Aut

▷⽬的関数の平滑化
<latexit sha1_base64="cD0kzzIIjru3HvtJMUCFmjdQIZk="></latexit>

f̂�(x) := E
u⇠N

⇣
0, 1p

d
Id

⌘ [f(x� �u)]



最適化⼿法ごとの平滑化の度合い

<latexit sha1_base64="oZ3TJA3/T+5VjhCYXd9hjTgpZ3I="></latexit>

E⇠t

h
kG⇠t(xt)�rf(xt)k2

i
 C2

opt

<latexit sha1_base64="w5ZkWuDNWTVfypHWUNMd22XzgYw="></latexit>

E
h
krf(xt)k2

i
 K2

opt

仮定(A4) [勾配ノルムの上界]

仮定(A2)(ii) [確率的勾配の分散]

▷どれくらいの⼤きさか？
▷未知数の推定が必要

<latexit sha1_base64="rm/zXtwbdDb/UVSlt1NRUExuO+0="></latexit>

�SGD = ⌘

r
C2

SGD

b
,

�SHB = ⌘

s✓
1 +

�(�2 � � + 1)

(1� �)2

◆
C2

SHB

b
+

�(�2 � � + 1)

(1� �)2
K2

SHB
,

�NSHB = ⌘

s
1

1� �

C2

NSHB

b

<latexit sha1_base64="3rQnKFLtmiAqHJ9I/Ckdd7anhQo="></latexit>⇡ 3.13

∴探索⽅向ノイズ＝平滑化の度合い



確率的勾配の分散 の推定
<latexit sha1_base64="0v9rPGeZPjp6Oy1gaO6tZGEFoUo="></latexit>

b?
SGD

>
⌘C2

SGD

✏2
, b?

SHB
>

⌘(�2 � � + 1)C2

SHB

�(1� �)2✏2
, b?

NSHB
>

⌘C2

NSHB

(1� �)✏2

命題4.1. 仮定(A1)-(A4)の下で、任意の に対して、次が成り⽴つ。
<latexit sha1_base64="VUnG20X49LMK+Wrwpndn/YO+y2w="></latexit>

✏ > 0

▷ は、 を達成するために必要な

計算量を最⼩にするバッチサイズ(数値実験で測定可能)
▷ は訓練の停⽌条件（例えば、 ）

<latexit sha1_base64="0UwCY+OHo0r8XZKa2y0UnGD/TE4="></latexit>

1

T

T�1X

t=0

E
⇥
krf(xt)k2

⇤
 ✏2

<latexit sha1_base64="mX/hA9V4vPkIPp7M/rQv/qivUHY="></latexit>

b?opt

<latexit sha1_base64="TGKDQdCVhLheeHGXx1YfAwooRBA="></latexit>

✏ = 0.5
<latexit sha1_base64="1vDNxT1V6SfYznkE7TqUHC60QGU="></latexit>✏

<latexit sha1_base64="4m2J1acMXm/oBdOxcs4YvDnVWrw="></latexit>

C2

SGD
<

b?
SGD

✏2

⌘
, C2

SHB
<

b?
SHB

�(1� �)2✏2

⌘(�2 � � + 1)
, C2

NSHB
<

b?
NSHB

(1� �)✏2

⌘

<latexit sha1_base64="4SVN1i3e7UEh/726wy9fUpMekP0="></latexit>

C2
opt

学習率 慣性係数

停⽌条件

この式で推定可能！



確率的勾配の分散 の推定
▷CIFAR100データセットでResNet18を訓練するとき、

停⽌条件を とすると、

となった。なお、訓練に使⽤された学習率は で、
慣性係数は だった。これらの値を代⼊すると、

<latexit sha1_base64="4m2J1acMXm/oBdOxcs4YvDnVWrw="></latexit>

C2

SGD
<

b?
SGD

✏2

⌘
, C2

SHB
<

b?
SHB

�(1� �)2✏2

⌘(�2 � � + 1)
, C2

NSHB
<

b?
NSHB

(1� �)✏2

⌘

<latexit sha1_base64="4SVN1i3e7UEh/726wy9fUpMekP0="></latexit>

C2
opt

<latexit sha1_base64="bowWxiB8qF9mEshYK4f/yF/cOSU="></latexit>

b?
SGD

= 29, b?
SHB

= 210, b?
NSHB

= 29

<latexit sha1_base64="kTkfYJW+Q+cxktzeftvW9pxdG5o="></latexit>

1

T

T�1X

t=0

E
h
krf(xt)k2

i
 ✏2 = (0.5)2

<latexit sha1_base64="5fbBDFI0TSPVngeC9lVrN7fT+po="></latexit>

⌘ = 0.1
<latexit sha1_base64="mJ+qnUEsFd+wjtSSxNYDa21aFso="></latexit>

� = 0.9

<latexit sha1_base64="AGJpdSmVZ9mjj7TUeR5X+05jSko="></latexit>

= 25.3
<latexit sha1_base64="9K/cZRdY+Hbqe9SvR/uMi/Dy6ao="></latexit>

= 1280
<latexit sha1_base64="sleGxhGKfFfdnkUpGj2GLQBZO8s="></latexit>

= 128
▷確かにSGD with momentumは勾配ノイズを削減している！



<latexit sha1_base64="0LTu4MgZvO082Eg5YfyJvUJecOk="></latexit>

�SGD = ⌘

r
C2

SGD

b
<latexit sha1_base64="QEjPp094p8INgVFmkfu6WYAKeCY="></latexit>

�NSHB = ⌘

s
1

1� �

C2

NSHB

b

<latexit sha1_base64="O80y0smcXeL7ZD0odWX471M0Po4="></latexit>

�SHB = ⌘

s✓
1 +

�(�2 � � + 1)

(1� �)2

◆
C2

SHB

b
+

�(�2 � � + 1)

(1� �)2
K2

SHB

▷SHBは探索⽅向ノイズを増加させている！





平滑化の度合いと汎化性能の相関

▷バッチサイズが⼤きくなっても、SHBだけは平滑化の度合いが
⼗分⼤きいので、汎化性能が悪化しない。

▷NSHBの平滑化の度合いはSGDと同等なので、SGDとNSHBの
汎化性能はほぼ⼀致している。



結論
▷SGD with momentumには⽬的関数を平滑化する効果があり、
その度合いは学習率、バッチサイズ、慣性係数などで決まる。

▷次の２つの主張が競合しないことを⽰した。
▷慣性項は確率的ノイズを削減しているはず。
▷⼗分な⼤きさの確率的ノイズが⾼い汎化性をもたらすはず。

▷慣性項は勾配ノイズを削減するが、逆に探索⽅向ノイズを増加
させる。そして探索⽅向ノイズが汎化性能に寄与する。

▷適度な⼤きさの平滑化の度合いが⾼い汎化性能をもたらす。
▷SHBはバッチサイズが⼤きいときに有効で、逆にバッチサイズ

が⼩さいときは慣性項がある意義がなくなる。
▷SHBとNSHBは全くの別物で、SHBの⽅が優れている。



没・背景：慣性項と確率的ノイズの⽭盾
▷慣性項は確率的ノイズを削減しているはず。
▷⼗分な⼤きさの確率的ノイズが⾼い汎化性をもたらすはず。
▷しかし、Momentumの⽅がSGDよりも⾼い汎化性をもたらす。

<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt

<latexit sha1_base64="fJYnKnVBbgInfKHw/BSlYBYdJEY="></latexit>xt�1

<latexit sha1_base64="hs9BkZOESBBRABvAeF44u5LHEWQ="></latexit>

�⌘rfSt(xt)

<latexit sha1_base64="kRt6vQSVXmseVvQPXt3zShPciWI="></latexit>�mt�1

<latexit sha1_base64="sFI4859LGrP/znrFt4l7qLHuS48="></latexit>

�⌘�mt�1

SGD

GD

Momentum

SGDの
確率的ノイズ

GDの探索⽅向SGDの探索⽅向

<latexit sha1_base64="fm6tfXw5W7QtAGCkKw1x7Dc39rI="></latexit>

!SGD
t := rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="ZfZM45/3dAZIndd4KFenLbQTXIU="></latexit>

(GD) yt := xt � ⌘rf(xt)

(SGD) xt+1 := xt � ⌘rfSt(xt)

(Momentum) mt := rfSt(xt) + �mt�1

ŷt := xt � ⌘mt

<latexit sha1_base64="/Kx+dDcXHERNBsJyYT5YTeaaLh0="></latexit>

!Momentum
t := mt �rf(xt)Momentumの

確率的ノイズ
Momentum
の探索⽅向

GD
の探索⽅向



付録：汎化性能と経験損失関数の形状
▷「その近傍が滑らかな最適解」は、「その近傍が急峻な最適

解」よりも優れた汎化性能をもたらす。

損失関数値

有限のデータから
計算される

経験損失関数

無限のデータから
計算される

期待損失関数
(真の損失関数)

滑らかな最適解 急峻な最適解



付録：関数の平滑化

<latexit sha1_base64="CbOjFUEB05aDz4p8/JrjLdj8gqQ="></latexit>

f(x) = x2 � 10 cos(2⇡x) + 10

▷1変数のRastriginʼs 関数

▷⽬的関数の平滑化
<latexit sha1_base64="cD0kzzIIjru3HvtJMUCFmjdQIZk="></latexit>

f̂�(x) := E
u⇠N

⇣
0, 1p

d
Id

⌘ [f(x� �u)]

<latexit sha1_base64="QR1Dpl5M7bTDpDvnHioyR/BxPRM="></latexit>

|f̂�(x)� f(x)|  |�|Lf


