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背景：機械学習（画像分類）
⼊⼒ 出⼒関数 <latexit sha1_base64="XpuLKPDce+sDuqI3Fz6LXv2NWS8="></latexit>

yi 2 R
正解

誤差

猫:2⽝:3
Deep Neural Network

<latexit sha1_base64="wryWMBmGSI5p1Zo8mT3H21CU8NI="></latexit>

(i = 1, 2, · · · , N)

変数:   
<latexit sha1_base64="oenjzpsAZps3Yp1v+LQv/F6vhIA="></latexit>

zi 2 Rd

<latexit sha1_base64="FtCADJKwVGSP+WpyrQQ7WtPILwY="></latexit>

g : Rd ! R
<latexit sha1_base64="WCRiDYlAr8YkkO9uJS3y0unoA9M="></latexit>

x 2 RD,

zi 2 Rd

誤差の平均

<latexit sha1_base64="61fpbZg31TIR729m/g3BrYADYj8="></latexit>

g(x, zi) 2 R

<latexit sha1_base64="YZL25HYVsRgGlQJKmuPK8t/R75I="></latexit>

|g(x, zi)� yi|

関数 を最適化する
<latexit sha1_base64="TMU3g9zChjq1IkjgiPM1Dnmhhuo="></latexit>

f(x)

<latexit sha1_base64="aSEtfh010F6grNRS63An8K40m4g="></latexit>

f(x) :=
1

N

NX

i=1

|g(x, zi)� yi|
<latexit sha1_base64="bhg5iwuqsLJJDbkLuZtxkAcn9e4="></latexit>

d = 512⇥ 512⇥ 3

N = 3000000
<latexit sha1_base64="X56ZGP+Zp/GA1b83b9F38TMPUvo="></latexit>

D = 20万〜
<latexit sha1_base64="mOELOLkAKeULJNbrNM7yQZgbYnE="></latexit>

5兆
データセット



背景：連続最適化
▷最急降下法 (Gradient Descent)

▷確率的勾配降下法 (Stochastic Gradient Descent, SGD)

<latexit sha1_base64="qeQi77UoGGZ0B03efnu410pcj50="></latexit>

dt := �rf(xt)

xt+1 := xt + ↵tdt

バッチサイズ
確率的勾配

ランダムに選ばれた 個の確率的勾配の平均で代⽤(ex. b=32, 1024)
<latexit sha1_base64="Ef6fzd/ifetEybWuW8VLbJKEQXQ="></latexit>

b

ミニバッチ
確率的勾配

<latexit sha1_base64="jRdQnHrkT4Okzt8jgj798Zk1zH8="></latexit>

dt := �rfSt(xt) = �1

b

bX

i=1

G⇠t,i(xt)

全勾配



背景：⼤域的最適化の難しさ

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="TMU3g9zChjq1IkjgiPM1Dnmhhuo="></latexit>

f(x)

⼤域的最適解

局所的最適解 局所的最適解

⾮凸関数の⼤域的最適解を
⾒つけることは難しい

勾配に頼っている⼿法は、
⼭を登れない

機械学習に使⽤される最適
化アルゴリズムは、全て勾
配を利⽤する⼿法



背景：段階的最適化 (Graduated Optimization)
▷1987年に提案された⼤域的最適化⼿法
▷徐々に⼩さくなるノイズで平滑化された

関数の列を順番に最適化する

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="ZEkpUei2GO1p3vKjB3Pi0xul78U="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="cS6A8AmYlzJF923iWWkPGobTcOw="></latexit>

x̂

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1
<latexit sha1_base64="ZEkpUei2GO1p3vKjB3Pi0xul78U="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

▷⽬的関数の平滑化
⼤きさ のノイズで平滑化された関数は、

<latexit sha1_base64="eiZ22RWDHZRe5x2bvktbCzikL1o="></latexit>

�

計算可能 計算不可能

<latexit sha1_base64="jC9XUtU+2C4PWkfxPmX2I8YWcXQ="></latexit>

=

Z
p(u)f(x� �u)du

<latexit sha1_base64="VizKeJcfzcn/Ow31J3J1E8p5Qt4="></latexit>

f̂�(x) := Eu⇠B(0;1) [f(x� �u)]
中⼼0, 半径1の閉球



背景： 関数[2]

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
▷段階的最適化アルゴリズムが⼤域的最適

解に収束するために必要な性質を満たす
特別な⾮凸関数の族。

[2] E. Hazan et al.  “On Graduated Optimization for 
Stochastic Non-Convex Problems”  
In Proceedings of the 33th International Conference 
on Machine Learning, pp1833-1841, 2016 

定義
任意の⾮凸関数 が次の2つの条件を満た
すとき、関数 は 関数であるという。
（i）任意の と に対して、 が存在して、

を満たす。
（ii）任意の に対して、関数 は近傍

で ‒強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="jcll4Lc3XDYDEQMr9iqUVDKkzJg="></latexit>

x?
�

<latexit sha1_base64="rCaCJG5KfZYzWg00yCp+411C47g="></latexit>

x?
�/2

<latexit sha1_base64="qlT4DGTDMUKTw3aBe8fsB4bGdUA="></latexit>���x?
� � x?

�/2

���  �

2

<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="gi4uk/fDPGYAAYJdIWRVyO6Zi5U="></latexit>

f̂�(x)
<latexit sha1_base64="yM4fyDHrEJTcE+QIpxaPHi+g8Rc="></latexit>

N(x?
� ; 3�)

<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="tpWfOroXFPeiOoLv+L2MYxTFkWM="></latexit>

N(x?
�1 ; 3�1)

<latexit sha1_base64="De5mQjDI4GYq+6DjFsvSD6KzWH4="></latexit>

N(x?
�2 ; 3�2)

<latexit sha1_base64="Gpt0mn6IDngfHG9qLqDIdgxsKak="></latexit>

N(x?
�M ; 3�M )

<latexit sha1_base64="Ixz3hl70UmNVOZtxKYwWuFEQYVk="></latexit>

f̂�2 = f̂�1/2

<latexit sha1_base64="xZ8byyYATimD5g5w+/4Hij67lhw="></latexit>

f̂�M = f̂�1/2M�1<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2



背景： 関数[2]

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1<latexit sha1_base64="ZEkpUei2GO1p3vKjB3Pi0xul78U="></latexit>x1<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
[2] E. Hazan et al.  “On Graduated Optimization for 
Stochastic Non-Convex Problems”  
In Proceedings of the 33th International Conference 
on Machine Learning, pp1833-1841, 2016 

<latexit sha1_base64="tpWfOroXFPeiOoLv+L2MYxTFkWM="></latexit>

N(x?
�1 ; 3�1)

<latexit sha1_base64="De5mQjDI4GYq+6DjFsvSD6KzWH4="></latexit>

N(x?
�2 ; 3�2)

<latexit sha1_base64="Gpt0mn6IDngfHG9qLqDIdgxsKak="></latexit>

N(x?
�M ; 3�M ) 定理5.1 [2]

関数 に対して、Algorithm 1を
適⽤すると、 回の反復で の⼤域的最適解
の -近傍に到達する。

(実現不可能)

←反復回数を決定
←←←平滑化された関数を

SGD等で最適化←ノイズレベルを更新

<latexit sha1_base64="Ixz3hl70UmNVOZtxKYwWuFEQYVk="></latexit>

f̂�2 = f̂�1/2

<latexit sha1_base64="xZ8byyYATimD5g5w+/4Hij67lhw="></latexit>

f̂�M = f̂�1/2M�1

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="VC1DZdfGf34Qkr+YwYbhrYRQOY0="></latexit>

O
�
1/✏2

�
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="wFhidnKOnOJtpuaBxHdYnLmziNQ="></latexit>

x? <latexit sha1_base64="1vDNxT1V6SfYznkE7TqUHC60QGU="></latexit>✏



背景：SGDの確率的ノイズと平滑化
▷確率的勾配降下法は、なぜか汎化性の⾼い解に収束する。

特に画像分類では、Adamよりも優れることがある。



付録：機械学習における汎化能⼒
▷学習が完了したモデルが、訓練データ以外の⼊⼒に対しても

正しく分類できることを『汎化性に優れる』という。

関数

Deep Neural Network

変数:   

<latexit sha1_base64="FtCADJKwVGSP+WpyrQQ7WtPILwY="></latexit>

g : Rd ! R
<latexit sha1_base64="WCRiDYlAr8YkkO9uJS3y0unoA9M="></latexit>

x 2 RD,

zi 2 Rd

訓練に使われたデータ
猫

訓練に使われていないデータ

訓練済み
＝パラメータ調整済

これも猫！

訓練損失: 0.001
訓練精度: 99.9%

テスト精度: 75%



背景：SGDの確率的ノイズと平滑化
▷確率的勾配降下法(SGD)は、なぜか汎化性の⾼い解に収束する。

特に画像分類では、Adamよりも優れることがある。
▷SGDの確率的ノイズが役⽴っている？[1]

[1] R. Kleinberg et al.  “An Alternative View: When Does SGD Escape Local Minima?” 
In Proceedings of the 35th International Conference on Machine Learning, pp2703-2712, 2018  

<latexit sha1_base64="C9t5xbbizN61MeEy7YlaxqFYE0M="></latexit>xt<latexit sha1_base64="D6c8guF294R1GfEKLXk2p1srEoQ="></latexit>

�⌘rf(xt)

<latexit sha1_base64="DYMhrf17b3y6sNoxV/d0/4znrPw="></latexit>xt+1

<latexit sha1_base64="9aF7Psmw9kj9tzx7/igjF1a0b4E="></latexit>yt
<latexit sha1_base64="1pfTEW0sIWPjQ65VdDP3Nnyyyok="></latexit>⌘!t (確率的ノイズ)

<latexit sha1_base64="hXDfYnj1PJEyvdhCCx2/yhkMU9c="></latexit>

(GD) yt := xt � ⌘rf(xt)

(SGD) xt+1 := xt � ⌘rfSt(xt)
<latexit sha1_base64="C3cgRcYsIlK05nGbt2Z07FkQY3A="></latexit>

!t := rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="kOiTbJrvtBxhcPDqlPqEffh3g0Y="></latexit>

�⌘rfSt(xt)

GDの探索⽅向
（最急降下⽅向）

SGDの探索⽅向



背景：SGDの確率的ノイズと平滑化

[1] R. Kleinberg et al.  “An Alternative View: When Does SGD Escape Local Minima?” 
In Proceedings of the 35th International Conference on Machine Learning, pp2703-2712, 2018  

(確率的ノイズ) とすると、次の式が成り⽴つ。
<latexit sha1_base64="cKXBhOGfX7UqrzlzxJfbBW4xmG0="></latexit>

E!t [yt+1] = yt � ⌘rE!t [f(yt � ⌘!t)]| {z }
:=f̂(yt)

▷”関数 をSGDで最適化すること”と、”関数 を最急降下
法で最適化すること”は、期待値の意味では等価であると⾔える。

<latexit sha1_base64="07nNOISiMltUkW1umO7pzYbx+RQ="></latexit>

f̂(yt)
<latexit sha1_base64="9VKdvB+VAI4MoFlF66/UT0lyxac="></latexit>

f(xt)

▷⽬的関数の平滑化

▷ある程度平滑化された関数が、最急降下法で最適化されていると
みなせる。

<latexit sha1_base64="hXDfYnj1PJEyvdhCCx2/yhkMU9c="></latexit>

(GD) yt := xt � ⌘rf(xt)

(SGD) xt+1 := xt � ⌘rfSt(xt)
<latexit sha1_base64="C3cgRcYsIlK05nGbt2Z07FkQY3A="></latexit>

!t := rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="VizKeJcfzcn/Ow31J3J1E8p5Qt4="></latexit>

f̂�(x) := Eu⇠B(0;1) [f(x� �u)]



動機
▷ 関数がどれくらい特別な関数なのか分かっていない。

そもそも存在するかどうかも不明。
任意の⾮凸関数が 関数になるための⼗分条件を明らかに
したい。

▷SGDが持つ確率的ノイズには関数を平滑化する効果がある。
平滑化の度合い, すなわちノイズレベル が何によって定まるの
かを明らかにしたい。
訓練中にノイズレベル が徐々に⼩さくなるようにすることで、
SGDを利⽤した段階的最適化アルゴリズムを構築したい。
DNNを含む⾮凸関数の⼤域的最適化を実現したい。

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="+UcsIBLSk4rGMgCjTyCIb0nRq/k="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="+UcsIBLSk4rGMgCjTyCIb0nRq/k="></latexit>

�



貢献
▷ 関数を拡張したnew 関数を定義し、任意の関数が

new 関数となるための⼗分条件を⽰した。
▷SGDの確率的ノイズによる平滑化の度合いは、

で表せることを⽰した。ただし、 は学習率、 はバッチサイズ、
は確率的勾配の分散とする。

▷SGDの平滑化特性を利⽤した暗黙的な段階的最適化アルゴリズ
ムを提案し、それが 回の反復でnew 関
数の⼤域的最適解 の -近傍に到達できることを⽰した。

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="EMaB2vePA0Ubw2SC5M89oOsSlIU="></latexit>

� = ⌘

r
C2

b
<latexit sha1_base64="ghpzZViTK2q06BjVvCAhQBnP540="></latexit>⌘ <latexit sha1_base64="cVLxXaymfOA3jFj2Cjk07ILZ/9U="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="2a28jcqbUWhHpXFhXANmUsXG73s="></latexit>

C2

<latexit sha1_base64="K+JdeQdQT4tvQbovIoJPrl3mb38="></latexit>

O

⇣
1/✏

1
p

⌘
(p 2 (0, 1])

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="1vDNxT1V6SfYznkE7TqUHC60QGU="></latexit>✏

<latexit sha1_base64="wFhidnKOnOJtpuaBxHdYnLmziNQ="></latexit>

x?



準備：最適化問題
経験損失最⼩化問題
▷訓練データセット
▷Deep Neural Network のパラメータ

▷⾮凸⽬的関数 を最適化する。

<latexit sha1_base64="JjUpo+bHCnLiMHXVw+BRdyJk0nI="></latexit>

S := (z1, z2, · · · , zn)
<latexit sha1_base64="sigOLdg1L1odtMRAf+fnXvujgPs="></latexit>

x 2 Rd

<latexit sha1_base64="oZW41qLYGtTw/3oSlJlZIfcRJ1g="></latexit>

min
x2Rd

f(x;S) =
1

n

nX

i=1

l(x; zi) =
1

n

nX

i=1

li(x)

<latexit sha1_base64="YBm5+bSL2cUk1Pr3rYY3be/Fgvk="></latexit>

i番⽬の訓練データ に対する損失関数
<latexit sha1_base64="IVfXoE5HVWDBh9KZ4js04PVivt4="></latexit>zi

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R



準備：仮定
仮定
(A1)関数 は連続的微分可能で、 -平滑とする。

(A2)関数 は -リプシッツ関数とする。

(A3) を最適化⼿法によって⽣成された点列とするとき、
(i)任意の に対して、次の式が成り⽴つとする。

(ii)次の式を満たす⾮負定数 が存在するとする。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="yvV2SqwxTsNgAUDBaIthsgk/6zI="></latexit>

Lg
<latexit sha1_base64="LtvENrL9qtY0zwV3eGDFIguDxiU="></latexit>

8x,y 2 Rd : krf(x)�rf(y)k  Lgkx� yk
<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="cAtzUM0Wjjcvjj1Lul1TsmovgCg="></latexit>

Lf
<latexit sha1_base64="MDJQv0Hs5YemPuAvW1F8/m72Qt0="></latexit>

8x,y 2 Rd : |f(x)� f(y)|  Lfkx� yk
<latexit sha1_base64="HgR+JsV3e4HnMZIZJYx1+UoNxjI="></latexit>

(xt)t2N ⇢ Rd
<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N
<latexit sha1_base64="4CmUeTe7qEjCDRazhMyIMAhKwRY="></latexit>

E⇠t [G⇠t(xt)] = rf(xt)
<latexit sha1_base64="2a28jcqbUWhHpXFhXANmUsXG73s="></latexit>

C2
<latexit sha1_base64="yL3qJoOXG+tH+qlNMMSw2ZxKiS0="></latexit>

E⇠t

h
kG⇠t(xt)�rf(xt)k2

i
 C2 ←確率的勾配の分散



準備：仮定
仮定続き
(A4) 時刻 で、全勾配 はミニバッチ で次のように近似

されるとする。

<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N <latexit sha1_base64="XO+pj2R1sNLr/5YmF08pYtWIqDI="></latexit>

rf
<latexit sha1_base64="v48fakHtoEORl4DHrQMatAG09Yc="></latexit>

St

補題2.1
仮定(A3)(ii)と(A4)が成り⽴つとすると、任意の に対して、

が成り⽴つ。

<latexit sha1_base64="2jqBsBwNjq4k9wBMWjsZT+MT1Cw="></latexit>

t 2 N
<latexit sha1_base64="ORqyc0o1n3za6SPTO9FA38yOnG8="></latexit>

E⇠t

h
krfSt(xt)�rf(xt)k2

i
 C2

b

<latexit sha1_base64="SNFiBWNBR89y1eulDCtdY3cNQUM="></latexit>

rfSt(xt) :=
1

b

X

i2[b]

G⇠t,i(xt) =
1

b

X

{i : zi2St}

rli(xt)

ミニバッチ
確率的勾配

確率的勾配

GDの探索⽅向
（最急降下⽅向）

SGDの探索⽅向



New 関数
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
定義 (New 関数)
任意の⾮凸リプシッツ関数
が次の2つの条件を満たすとき、関数
はnew 関数であるという。
（i）任意の と に対して、

が成り⽴つ。ただし、

とする。
（ii）任意の に対して、関数
は近傍 で ‒強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="fq0d9PbdREA22AecgX0j/+vAMz0="></latexit>

x?
�m

<latexit sha1_base64="8SDGco7IdEiip0cnfqNLAZwK48w="></latexit>���x?
�m � x?

�m+1

���  |�m|� |�m+1|

<latexit sha1_base64="yZVagu7upVRC09tFXsOZWROq5+s="></latexit>

�m 2 R

<latexit sha1_base64="YMOX3D+5Om/5SfiUOfjuat/sPvc="></latexit>

�m+1 := �m�m (�m 2 (0, 1))

<latexit sha1_base64="yZVagu7upVRC09tFXsOZWROq5+s="></latexit>

�m 2 R
<latexit sha1_base64="avQ0gggGav1eHLri7NeavbrfdbM="></latexit>

f̂�m(x)
<latexit sha1_base64="swscC8I3KZKLeolQ8Z1GohhTcos="></latexit>

N(x?; dm�m)
<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

定義 ( 関数)
任意の⾮凸関数 が次の2つの
条件を満たすとき、関数 は 関
数であるという。
（i）任意の と に対して、

が成り⽴つ。
（ii）任意の に対して、関数
は近傍 で ‒強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="jcll4Lc3XDYDEQMr9iqUVDKkzJg="></latexit>

x?
�

<latexit sha1_base64="qlT4DGTDMUKTw3aBe8fsB4bGdUA="></latexit>���x?
� � x?

�/2

���  �

2

<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="gi4uk/fDPGYAAYJdIWRVyO6Zi5U="></latexit>

f̂�(x)
<latexit sha1_base64="yM4fyDHrEJTcE+QIpxaPHi+g8Rc="></latexit>

N(x?
� ; 3�)

<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="gqBir44TImaJAookQ9Auqb70Z2Q="></latexit>✓
�m :=

1

2

◆



New 関数
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
定義 ( 関数)
任意の⾮凸関数 が次の2つの
条件を満たすとき、関数 は 関
数であるという。
（i）任意の と に対して、

が成り⽴つ。
（ii）任意の に対して、関数
は近傍 で ‒強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="jcll4Lc3XDYDEQMr9iqUVDKkzJg="></latexit>

x?
�

<latexit sha1_base64="qlT4DGTDMUKTw3aBe8fsB4bGdUA="></latexit>���x?
� � x?

�/2

���  �

2

<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="gi4uk/fDPGYAAYJdIWRVyO6Zi5U="></latexit>

f̂�(x)
<latexit sha1_base64="yM4fyDHrEJTcE+QIpxaPHi+g8Rc="></latexit>

N(x?
� ; 3�)

<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="gqBir44TImaJAookQ9Auqb70Z2Q="></latexit>✓
�m :=

1

2

◆

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="tpWfOroXFPeiOoLv+L2MYxTFkWM="></latexit>

N(x?
�1 ; 3�1)

<latexit sha1_base64="De5mQjDI4GYq+6DjFsvSD6KzWH4="></latexit>

N(x?
�2 ; 3�2)

<latexit sha1_base64="Gpt0mn6IDngfHG9qLqDIdgxsKak="></latexit>

N(x?
�M ; 3�M )

<latexit sha1_base64="Ixz3hl70UmNVOZtxKYwWuFEQYVk="></latexit>

f̂�2 = f̂�1/2

<latexit sha1_base64="xZ8byyYATimD5g5w+/4Hij67lhw="></latexit>

f̂�M = f̂�1/2M�1



New 関数
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
定義 (New 関数)
任意の⾮凸リプシッツ関数
が次の2つの条件を満たすとき、関数
はnew 関数であるという。
（i）任意の と に対して、

が成り⽴つ。ただし、

とする。
（ii）任意の に対して、関数
は近傍 で ‒強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="fq0d9PbdREA22AecgX0j/+vAMz0="></latexit>

x?
�m

<latexit sha1_base64="8SDGco7IdEiip0cnfqNLAZwK48w="></latexit>���x?
�m � x?

�m+1

���  |�m|� |�m+1|

<latexit sha1_base64="yZVagu7upVRC09tFXsOZWROq5+s="></latexit>

�m 2 R

<latexit sha1_base64="YMOX3D+5Om/5SfiUOfjuat/sPvc="></latexit>

�m+1 := �m�m (�m 2 (0, 1))

<latexit sha1_base64="yZVagu7upVRC09tFXsOZWROq5+s="></latexit>

�m 2 R
<latexit sha1_base64="avQ0gggGav1eHLri7NeavbrfdbM="></latexit>

f̂�m(x)
<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

<latexit sha1_base64="O7x4mcZ4sprTWbP/skWdLqqswr8="></latexit>

N(x?; dm|�m|)



New 性の⼗分条件
命題3.2
関数 が⼗分⼩さい に対
して閉球 で ‒強凸だとすると、
関数 がnew 関数となるための
⼗分条件は、ノイズレベル が次の条
件を満たすことである。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="t91QgeOlKTaFkH+muEeWLJ76OQc="></latexit>

B(x?; r)
<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="tVdF9Tm4yfTvbjSlODRMNS2UtOo="></latexit>

r > 0

<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="66PnU5wxwePS79174ijfE4d5TjA="></latexit>

�m

<latexit sha1_base64="E6yv1g7JS5EpCF1pm1t4pAb07KE="></latexit>

2max
n���rf̂�m(x?)

��� ,
���rf̂�m+1(x

?)
���
o

�(1� �m)
 |�m| = |��|

が存在する確率 .<latexit sha1_base64="lDbe6LMW66UjpuVOFyFKk9ysf/I="></latexit>

��
<latexit sha1_base64="EYBaeKZlAZffg0YAhbHnB0CK9t0="></latexit>

0 < p(am) :=

2 arccos

✓
r
p

a2
m�1

kx?�xkkumk

◆

⇡
< 1

<latexit sha1_base64="fmCXXMBA5duli8DcPVpqiq69buo="></latexit>

p(am)

<latexit sha1_base64="2jtMGfzcDzxagAf/9RR2EyiH4ck="></latexit>amが⼤きいとき、 はほぼ0
<latexit sha1_base64="fmCXXMBA5duli8DcPVpqiq69buo="></latexit>

p(am)

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

<latexit sha1_base64="b7LbaPxDemCBY7JSJKPV01ywg0Q="></latexit>

N(x?; a2r)

<latexit sha1_base64="/WgAwvKRMeSGwLJOLMDsJ66slqI="></latexit>

N(x?; a1r)

<latexit sha1_base64="gcJWEZ3yy2Fuk6VBQwkQhKjkosA="></latexit>

N(x?; aMr)



背景：SGDの確率的ノイズと平滑化(再掲)

(確率的ノイズ) とすると、次の式が成り⽴つ。
<latexit sha1_base64="cKXBhOGfX7UqrzlzxJfbBW4xmG0="></latexit>

E!t [yt+1] = yt � ⌘rE!t [f(yt � ⌘!t)]| {z }
:=f̂(yt)

▷⽬的関数の平滑化

[1] R. Kleinberg et al.  “An Alternative View: When Does SGD Escape Local Minima?” 
In Proceedings of the 35th International Conference on Machine Learning, pp2703-2712, 2018  

▷”関数 をSGDで最適化すること”と、”関数 を最急降下
法で最適化すること”は、期待値の意味では等価であると⾔える。

▷ある程度平滑化された関数が、最急降下法で最適化されていると
みなせる。

<latexit sha1_base64="07nNOISiMltUkW1umO7pzYbx+RQ="></latexit>

f̂(yt)
<latexit sha1_base64="9VKdvB+VAI4MoFlF66/UT0lyxac="></latexit>

f(xt)

<latexit sha1_base64="hXDfYnj1PJEyvdhCCx2/yhkMU9c="></latexit>

(GD) yt := xt � ⌘rf(xt)

(SGD) xt+1 := xt � ⌘rfSt(xt)
<latexit sha1_base64="C3cgRcYsIlK05nGbt2Z07FkQY3A="></latexit>

!t := rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="VizKeJcfzcn/Ow31J3J1E8p5Qt4="></latexit>

f̂�(x) := Eu⇠B(0;1) [f(x� �u)]



SGDの平滑化特性
▷⽬的関数の平滑化補題2.1

<latexit sha1_base64="ORqyc0o1n3za6SPTO9FA38yOnG8="></latexit>

E⇠t

h
krfSt(xt)�rf(xt)k2

i
 C2

b

▷ と補題2.1から、

が成り⽴つ。したがって、

が成り⽴つ。

<latexit sha1_base64="rBGsBxEswxncksPMT/ZM+QhYktw="></latexit>

!t =
Cp
b
ut (ut ⇠ B(0; 1))

<latexit sha1_base64="/dJxpfoYDBnslFpqr1f3r61VzVI="></latexit>

E!t [yt+1] = yt � ⌘rE!t [f(yt � ⌘!t)]

= yt � ⌘rEut⇠B(0;1)


f

✓
yt �

⌘Cp
b
ut

◆�

= yt � ⌘rf̂ ⌘Cp
b

(yt)
⼤きさ のノイ
ズで平滑化された関数

<latexit sha1_base64="YovesbtNgE6u8QJp9eZv11pBnG0="></latexit>

⌘C/
p
b

<latexit sha1_base64="EMaB2vePA0Ubw2SC5M89oOsSlIU="></latexit>

� = ⌘

r
C2

b

<latexit sha1_base64="C3cgRcYsIlK05nGbt2Z07FkQY3A="></latexit>

!t := rfSt(xt)�rf(xt)

<latexit sha1_base64="VizKeJcfzcn/Ow31J3J1E8p5Qt4="></latexit>

f̂�(x) := Eu⇠B(0;1) [f(x� �u)]

中⼼0, 半径1の閉球



SGDの平滑化特性

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

学習率
<latexit sha1_base64="C4URmJuEHtKjwhyI8FTgL8dlw1g="></latexit>⌘

バッチサイズ
<latexit sha1_base64="fbCiLlWDQWvYZQIUwXhl5A/rzNQ="></latexit>

b

⼤

0

平滑化の度合い
（ノイズレベル）

<latexit sha1_base64="W9kTd46OgurOvqB2HAs/1kYKbX8="></latexit>

|�m|

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

⼤<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

<latexit sha1_base64="ZEkpUei2GO1p3vKjB3Pi0xul78U="></latexit>x1

<latexit sha1_base64="EMaB2vePA0Ubw2SC5M89oOsSlIU="></latexit>

� = ⌘

r
C2

b

⼩ ⼤

⼩



暗黙的な段階的最適化アルゴリズム
定理3.4
関数 が -リプシッツ
new 関数だとすると、アル
ゴリズム3は、 回の
反復で、関数 の⼤域的最適解
の -近傍に到達する。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="cAtzUM0Wjjcvjj1Lul1TsmovgCg="></latexit>

Lf
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="K+JdeQdQT4tvQbovIoJPrl3mb38="></latexit>

O

⇣
1/✏

1
p

⌘
(p 2 (0, 1])

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?
<latexit sha1_base64="1vDNxT1V6SfYznkE7TqUHC60QGU="></latexit>✏

<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f



数値実験
▷モデル: ResNet18
▷データセット: CIFAR100

▷100クラスの画像分類
▷5万枚の訓練データ
▷1万枚のテストデータ
▷画像サイズは32×32×3

▷交差エントロピー誤差
▷NVIDIA GeForce RTX4090



数値実験ー暗黙的な段階的最適化

--定数学習率かつ定数バッチサイズ
--減少学習率のみ
--増加バッチサイズのみ
--減少学習率かつ増加バッチサイズ

テスト精度

訓練損失関数値

<latexit sha1_base64="EMaB2vePA0Ubw2SC5M89oOsSlIU="></latexit>

� = ⌘

r
C2

b



結論
▷ 関数を定義できない場合があることを⽰し、new

関数を定義した。また、任意の関数がnew 関数となる
ための⼗分条件を⽰した。

▷SGDには関数を平滑化する効果があり、
その度合いは学習率とバッチサイズによって決まる。

▷この性質を利⽤した暗黙的な段階的最適化アルゴリズムアル
ゴリズムを提案し、このアルゴリズムが 回
の反復で⼤域的最適解 の -近傍に到達することを⽰した。

▷したがって、計算資源が⼗分にあれば、シンプルなSGDでも
DNNを含む⾮凸関数の⼤域的最適化が可能となる。

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="K+JdeQdQT4tvQbovIoJPrl3mb38="></latexit>

O

⇣
1/✏

1
p

⌘
(p 2 (0, 1])

<latexit sha1_base64="wFhidnKOnOJtpuaBxHdYnLmziNQ="></latexit>

x? <latexit sha1_base64="1vDNxT1V6SfYznkE7TqUHC60QGU="></latexit>✏

<latexit sha1_base64="EMaB2vePA0Ubw2SC5M89oOsSlIU="></latexit>

� = ⌘

r
C2

b



付録：なぜ段階的最適化なのか
▷機械学習分野で既に成功している⼿法だからです。
▷スコアベースモデル（2019）と拡散モデル（2020）

▷敵対的⽣成ネットワーク（GANs）を上回る性能を誇る、
最先端の画像⽣成モデルで、暗黙的に段階的最適化のアプローチを
利⽤しています。

段階的最適化の視点から収束解析を提供できる可能性があります。
出典：https://yang-song.net/blog/2021/score/

⼤きいノイズ⼩さいノイズ



付録：New 性の⼗分条件
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

<latexit sha1_base64="b7LbaPxDemCBY7JSJKPV01ywg0Q="></latexit>

N(x?; a2r)

<latexit sha1_base64="/WgAwvKRMeSGwLJOLMDsJ66slqI="></latexit>

N(x?; a1r)

<latexit sha1_base64="gcJWEZ3yy2Fuk6VBQwkQhKjkosA="></latexit>

N(x?; aMr)

命題3.1
関数 が⼗分⼩さい に対
して閉球 で ‒強凸だとし、ノ
イズレベル が を満たすな
らば、平滑化された関数 は
近傍 で -強凸とな
る。ただし、

とし、 で、
は と のなす⾓とする。また、

とすると、関数 は近
傍 でも -強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="t91QgeOlKTaFkH+muEeWLJ76OQc="></latexit>

B(x?; r)
<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="tVdF9Tm4yfTvbjSlODRMNS2UtOo="></latexit>

r > 0

<latexit sha1_base64="66PnU5wxwePS79174ijfE4d5TjA="></latexit>

�m
<latexit sha1_base64="vVBr49NVNLy/XxwLYMqALNZ3BSw="></latexit>

|�m| = |��|
<latexit sha1_base64="ODTTl5+WT2uUPdTyZEwTSXQmvs0="></latexit>

f̂�m
<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="K9DUfyeUBBK0UEjEEhciesiy1p0="></latexit>

N(x?; amr)(am >
p
2)

<latexit sha1_base64="UlE0Tzdvtc05sJ+1kBt+Cx5QFx8="></latexit>

|��| :=
���kx? � xkkumk cos ✓�
p
kx? � xk2kumk2 cos2 ✓ � r2(a2m � 1)

���
<latexit sha1_base64="xZ0FVkIi4EXRykrrNh85tLlp/x8="></latexit>

x 2 N(x?; amr),um ⇠ B(0; 1)
<latexit sha1_base64="LliOxAl4bya+zVcKno7qxYIoi/w="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="vHn60oZJpomSg2bgQWlvCfuZxJA="></latexit>um

<latexit sha1_base64="mkzCb7/rsjXtOfH/yXKe4njljRc="></latexit>

x? � x
<latexit sha1_base64="jDGXYoFaRO5YM2D+ii6pszwBaQs="></latexit>

dm := amr/|��|
<latexit sha1_base64="ODTTl5+WT2uUPdTyZEwTSXQmvs0="></latexit>

f̂�m
<latexit sha1_base64="O7x4mcZ4sprTWbP/skWdLqqswr8="></latexit>

N(x?; dm|�m|) <latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�



付録：New 性の⼗分条件
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

命題3.1
関数 が⼗分⼩さい に対
して閉球 で ‒強凸だとし、ノ
イズレベル が を満たすな
らば、平滑化された関数 は
近傍 で -強凸とな
る。ただし、

とし、 で、
は と のなす⾓とする。また、

とすると、関数 は近
傍 でも -強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="t91QgeOlKTaFkH+muEeWLJ76OQc="></latexit>

B(x?; r)
<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="tVdF9Tm4yfTvbjSlODRMNS2UtOo="></latexit>

r > 0

<latexit sha1_base64="66PnU5wxwePS79174ijfE4d5TjA="></latexit>

�m
<latexit sha1_base64="vVBr49NVNLy/XxwLYMqALNZ3BSw="></latexit>

|�m| = |��|
<latexit sha1_base64="ODTTl5+WT2uUPdTyZEwTSXQmvs0="></latexit>

f̂�m
<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="K9DUfyeUBBK0UEjEEhciesiy1p0="></latexit>

N(x?; amr)(am >
p
2)

<latexit sha1_base64="UlE0Tzdvtc05sJ+1kBt+Cx5QFx8="></latexit>

|��| :=
���kx? � xkkumk cos ✓�
p
kx? � xk2kumk2 cos2 ✓ � r2(a2m � 1)

���
<latexit sha1_base64="xZ0FVkIi4EXRykrrNh85tLlp/x8="></latexit>

x 2 N(x?; amr),um ⇠ B(0; 1)
<latexit sha1_base64="LliOxAl4bya+zVcKno7qxYIoi/w="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="vHn60oZJpomSg2bgQWlvCfuZxJA="></latexit>um

<latexit sha1_base64="mkzCb7/rsjXtOfH/yXKe4njljRc="></latexit>

x? � x
<latexit sha1_base64="jDGXYoFaRO5YM2D+ii6pszwBaQs="></latexit>

dm := amr/|��|
<latexit sha1_base64="ODTTl5+WT2uUPdTyZEwTSXQmvs0="></latexit>

f̂�m
<latexit sha1_base64="O7x4mcZ4sprTWbP/skWdLqqswr8="></latexit>

N(x?; dm|�m|) <latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�



付録：New 性の⼗分条件
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
がとるべき値の範囲

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

<latexit sha1_base64="BfVU9h4oXUXl48Y8IHzg+dcP9OU="></latexit>

dm
<latexit sha1_base64="jDGXYoFaRO5YM2D+ii6pszwBaQs="></latexit>

dm := amr/|��|
<latexit sha1_base64="l7Va0kaEMuL4UJn4+yoU4Bn6aaA="></latexit>

1  dm  amp
a2m � 1� 1

<latexit sha1_base64="b7LbaPxDemCBY7JSJKPV01ywg0Q="></latexit>

N(x?; a2r)

<latexit sha1_base64="/WgAwvKRMeSGwLJOLMDsJ66slqI="></latexit>

N(x?; a1r)

<latexit sha1_base64="gcJWEZ3yy2Fuk6VBQwkQhKjkosA="></latexit>

N(x?; aMr)



付録： 関数（再掲）
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
定義 ( 関数)
任意の⾮凸関数 が次の2つの
条件を満たすとき、関数 は 関
数であるという。
（i）任意の と に対して、

が成り⽴つ。
（ii）任意の に対して、関数
は近傍 で ‒強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="jcll4Lc3XDYDEQMr9iqUVDKkzJg="></latexit>

x?
�

<latexit sha1_base64="qlT4DGTDMUKTw3aBe8fsB4bGdUA="></latexit>���x?
� � x?

�/2

���  �

2

<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="gi4uk/fDPGYAAYJdIWRVyO6Zi5U="></latexit>

f̂�(x)
<latexit sha1_base64="yM4fyDHrEJTcE+QIpxaPHi+g8Rc="></latexit>

N(x?
� ; 3�)

<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="tpWfOroXFPeiOoLv+L2MYxTFkWM="></latexit>

N(x?
�1 ; 3�1)

<latexit sha1_base64="De5mQjDI4GYq+6DjFsvSD6KzWH4="></latexit>

N(x?
�2 ; 3�2)

<latexit sha1_base64="Gpt0mn6IDngfHG9qLqDIdgxsKak="></latexit>

N(x?
�M ; 3�M )

<latexit sha1_base64="Ixz3hl70UmNVOZtxKYwWuFEQYVk="></latexit>

f̂�2 = f̂�1/2

<latexit sha1_base64="xZ8byyYATimD5g5w+/4Hij67lhw="></latexit>

f̂�M = f̂�1/2M�1



付録：SGDの挙動についての理論的洞察
▷なぜ⼤きいバッチサイズは汎化性を悪化させるのか。

バッチサイズが⼤きすぎると、最適化される関数は元の⾮凸関
数に近付き、悪い局所的最適解に陥りやすくなるため。

▷なぜ減少学習率または増加バッチサイズは定数よりも優れるのか。
訓練中に学習率を減少させる、あるいはバッチサイズを増加さ
せることは、ノイズレベルを⼩さくすることと等価。
減少学習率または増加バッチサイズを使うことは、まさに段階
的最適化のアプローチになっているため、定数よりも優れる。



付録：最適なノイズスケジューリング

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

<latexit sha1_base64="ZEkpUei2GO1p3vKjB3Pi0xul78U="></latexit>x1
命題3.3
関数 がnew 関数な
らば、任意の に対して、

が成り⽴つ。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="zd7QfPWgtdGwinXXYavnQAzRwkA="></latexit>

m 2 [M � 1]
<latexit sha1_base64="USp0CUYfwbipXg/d3ciqbWD3wCM="></latexit>

kx?
�m � x?k < dm+1|�m+1|

▷次の関数の最適化の初期点が、必ず
強凸領域に含まれる。

▷最初の初期点 が関数 の強凸領域
に含まれていれば、⼤域

的最適解 に到達できる。
▷命題3.3が成り⽴つためには、

が必要。

<latexit sha1_base64="m2amjuDS5xxFEO7i/C2TSfXvAo8="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="eDztg6biZL9aNpnShA30legPavA="></latexit>

f̂�1
<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)
<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="s+TEiOaWul49Tggz8cRCEnkoHTE="></latexit>

�m 2
✓

1

dm+1
, 1

◆



付録：最適なノイズスケジューリング

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="8I7FvNGtb++AT6j7ntDAO7TG7IQ="></latexit>

f̂�M

<latexit sha1_base64="XlfgmOMcIC6rcgpsvc1tCWlat80="></latexit>

f̂�2

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="QhHoRI/PkCXmOgPIfB1OXYfXXrI="></latexit>

B(x?; r)

<latexit sha1_base64="t6v9IWUp4OdusIyytmZvUaODZUA="></latexit>

N(x?; d1|�1|)

<latexit sha1_base64="p0pvudGJcVuGE5wiY3I4EUrN93g="></latexit>

N(x?; d2|�2|)

<latexit sha1_base64="+GAHjPWFAYXHWlJfrfZD/VKdwe0="></latexit>

N(x?; dM |�M |)

<latexit sha1_base64="ZEkpUei2GO1p3vKjB3Pi0xul78U="></latexit>x1 ▷命題3.3が成り⽴つためには、
が必要。

<latexit sha1_base64="s+TEiOaWul49Tggz8cRCEnkoHTE="></latexit>

�m 2
✓

1

dm+1
, 1

◆

<latexit sha1_base64="jDGXYoFaRO5YM2D+ii6pszwBaQs="></latexit>

dm := amr/|��|
<latexit sha1_base64="ctO1tEJ7h/e2JS5FS+k2ZHK4qJc="></latexit>p

a2m � 1� 1

am
 1

dm
 1

<latexit sha1_base64="YMOX3D+5Om/5SfiUOfjuat/sPvc="></latexit>

�m+1 := �m�m (�m 2 (0, 1))
ノイズの減衰率



付録： 関数（再掲）
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
定義 ( 関数)
任意の⾮凸関数 が次の2つの
条件を満たすとき、関数 は 関
数であるという。
（i）任意の と に対して、

が成り⽴つ。
（ii）任意の に対して、関数
は近傍 で ‒強凸となる。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="jcll4Lc3XDYDEQMr9iqUVDKkzJg="></latexit>

x?
�

<latexit sha1_base64="qlT4DGTDMUKTw3aBe8fsB4bGdUA="></latexit>���x?
� � x?

�/2

���  �

2

<latexit sha1_base64="+Nth5R1QpRxxxnevyNNNCNR/etk="></latexit>

� > 0
<latexit sha1_base64="gi4uk/fDPGYAAYJdIWRVyO6Zi5U="></latexit>

f̂�(x)
<latexit sha1_base64="yM4fyDHrEJTcE+QIpxaPHi+g8Rc="></latexit>

N(x?
� ; 3�)

<latexit sha1_base64="TdqFnF3h7RTN0rdDP+2LwP1Je94="></latexit>�

<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice

<latexit sha1_base64="gqBir44TImaJAookQ9Auqb70Z2Q="></latexit>✓
�m :=

1

2

◆

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="a70UlIckkBFUB4G87w7BlW5YliQ="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?

<latexit sha1_base64="qHNvFBEhEDdT7ej4onnHVvYS3/I="></latexit>

···

<latexit sha1_base64="5nf67s1tsojvPE4zJAisRH0zTps="></latexit>

f̂�1<latexit sha1_base64="DBvwizuhgnthxH0PiU2edVby4DA="></latexit>

x?
�1

<latexit sha1_base64="Ye/tnolbUzxuW67eRZQl9u1TAUE="></latexit>

x?
�2

<latexit sha1_base64="5VDH5929+OX7alZL/GSpa7sEXDI="></latexit>

x?
�M

<latexit sha1_base64="MytryU0PTzfMOANBLybnl9um4CQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="tpWfOroXFPeiOoLv+L2MYxTFkWM="></latexit>

N(x?
�1 ; 3�1)

<latexit sha1_base64="De5mQjDI4GYq+6DjFsvSD6KzWH4="></latexit>

N(x?
�2 ; 3�2)

<latexit sha1_base64="Gpt0mn6IDngfHG9qLqDIdgxsKak="></latexit>

N(x?
�M ; 3�M )

<latexit sha1_base64="Ixz3hl70UmNVOZtxKYwWuFEQYVk="></latexit>

f̂�2 = f̂�1/2

<latexit sha1_base64="xZ8byyYATimD5g5w+/4Hij67lhw="></latexit>

f̂�M = f̂�1/2M�1



付録：最適な学習率スケジューリング
▷最適なノイズの減衰率は、直ちに最適な学習率の減衰率となる。

<latexit sha1_base64="EMaB2vePA0Ubw2SC5M89oOsSlIU="></latexit>

� = ⌘

r
C2

b



付録：最適な学習率スケジューリング

<latexit sha1_base64="SPqdS1FHfRaqyJE1QF4bsAFPL/w="></latexit>

⌘t := ⌘1

✓
1� t

T

◆p

(p > 0)



付録：暗黙的な段階的最適化アルゴリズム
定理3.4
関数 が -リプシッツ
new 関数だとすると、アル
ゴリズム3は、 回の
反復で、関数 の⼤域的最適解
の -近傍に到達する。

<latexit sha1_base64="JYxJfCp/lKhwnfrGiQcrjZj2h9Q="></latexit>

f : Rd ! R
<latexit sha1_base64="cAtzUM0Wjjcvjj1Lul1TsmovgCg="></latexit>

Lf
<latexit sha1_base64="u8A/QkKoGQ32N27OkEN2fDIbIvA="></latexit>

�-nice
<latexit sha1_base64="K+JdeQdQT4tvQbovIoJPrl3mb38="></latexit>

O

⇣
1/✏

1
p

⌘
(p 2 (0, 1])

<latexit sha1_base64="5WmrttDee4vWbv0oQLE3vb+jc9c="></latexit>

x?
<latexit sha1_base64="1vDNxT1V6SfYznkE7TqUHC60QGU="></latexit>✏

<latexit sha1_base64="dCi6/kFtBV+9teTQ/zfTwmnpEbY="></latexit>

f



付録：数値実験ー最適な学習率の減衰率
テスト精度

訓練損失関数値



付録：数値実験ー最適な学習率の減衰率

-- p=4.0
-- p=2.0
-- p=0.1
-- コサインアニーリング
-- p=1.0
-- p=0.9
-- p=0.5

◎理論的に最適
(命題3.3)

◎
◎
◎

◎

<latexit sha1_base64="K+JdeQdQT4tvQbovIoJPrl3mb38="></latexit>

O

⇣
1/✏

1
p

⌘
(p 2 (0, 1])


